
Âåñòíèê ÑèáÃÓÒÈ. 2020. � 3 3

ÓÄÊ 519.725

Î ïðîñòîì àëãîðèòìå äåêîäèðîâàíèè êîäîâ Á×Õ,
êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà è êîäîâ Ãîïïû

Ñ. Ì. Ðàöååâ, Î. È. ×åðåâàòåíêî

Ãàî ïîëó÷èë ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà.
Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ îáîá-
ùåííûõ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà, êîäîâ Ãîïïû, êîäîâ Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà è êîäîâ
Ðèäà�Ñîëîìîíà â ñëó÷àå îøèáîê è ñòèðàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîìåõîóñòîé÷èâûå êîäû, êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà, êîäû Ãîïïû, êîäû Áîóçà�
×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà, äåêîäèðîâàíèå êîäà.

1. Ââåäåíèå

Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà (ÐÑ) ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîäîâ Áîóçà�×îóäõóðè�
Õîêâèíãåìà (Á×Õ), äëèíû êîòîðûõ ðàâíû ìîùíîñòè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ, íàä
êîòîðûì îíè çàäàíû. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ êîäîâ ÐÑ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ
ìíîãîêðàòíûõ ïàêåòîâ îøèáîê è òîò ôàêò, ÷òî îíè ëåæàò íà ãðàíèöå Ñèíãëòîíà. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ èìååòñÿ íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ ÐÑ. Â ñèëó
ñïåöèôèêè êîäîâ ÐÑ ýòè àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü êîëè÷åñòâî èñêàæåííûõ äàííûõ,
êîòîðîå ìîæåò äîõîäèòü äî ïîëîâèíû êîëè÷åñòâà èçáûòî÷íûõ äàííûõ. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè
àëãîðèòìàìè äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ ÐÑ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòì Ïèòåðñîíà�Ãîðåíñòåéíà�Öèðëåðà,
àëãîðèòì Ñóãèÿìû�Êàñàõàðû�Õèðàñàâû�Íàìåêàâû, àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà Áåðëåêýìïà�
Ìåññè [1, 2]. Äàííûå àëãîðèòìû íàõîäÿò ðåøåíèå òàê íàçûâàåìîãî êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ â
÷åòûðå ýòàïà: âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ñèíäðîìíîãî âåêòîðà, âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíà ëîêàòî-
ðîâ îøèáîê, íàõîæäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøèáîê, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé îøèáîê.
Ê äàííûì àëãîðèòìàì ìîæíî òàêæå äîáàâèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé îøèáîê Ôîðíè.

Äëÿ êîäîâ ÐÑ Ãàî [3] è Øèîçàêè [4] ïðåäëîæèëè áîëåå ïðîñòîé è åñòåñòâåííûé àëãî-
ðèòì äåêîäèðîâàíèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
O(n(log n)2) , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà ÐÑ,
ïðè÷åì åãî îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì èç îïèñàíèé èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ. Äàííûé
àëãîðèòì ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ: ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà, ïðèìåíåíèå
íåçàêîí÷åííîãî îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.

Àëãîðèòì Ãàî õîðîøî àäàïòèðóåòñÿ äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ êîäîâ ÐÑ, êîäîâ Á×Õ,
êîäîâ Ãîïïû, äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ ÐÑ â ñëó÷àå îøèáîê è ñòèðàíèé, ÷òî è áóäåò ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíî â äàííîé ðàáîòå. Äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåí ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ êîäîâ Ãîïïû îáóñëîâëåíà åùå è òåì, ÷òî íà èõ
îñíîâå ñòðîÿòñÿ ïåðñïåêòèâíûå ïîñòêâàíòîâûå êðèïòîñèñòåìû [5].

2. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà. Ïóñòü α = (α0, α1, . . . , αn−1) ,
ãäå αi � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (qm) , y = (y0, y1, . . . , yn−1) � íåíóëåâûå (íå îáÿçàòåëü-
íî ðàçëè÷íûå) ýëåìåíòû èç GF (qm) . Òîãäà îáîáùåííûé êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà, îáîçíà÷àåìûé
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GRSk(α, y) , ñîñòîèò èç âñåõ êîäîâûõ âåêòîðîâ âèäà:

u = (y0b(α0), y1b(α1), . . . , yn−1b(αn−1)), (1)

ãäå b(x) � èíôîðìàöèîííûå ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì GF (qm) , ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò
k − 1 . Ïðè ýòîì êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà GRSk(α, y) ðàâíî d = n− k + 1 .

Ïðè îïèñàíèè íèæåñëåäóþùåãî àëãîðèòìà, à òàêæå åãî îáîñíîâàíèÿ â âèäå òåîðåìû 1
áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòå [6].

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí:

m(x) = (x− α0)(x− α1) . . . (x− αn−1).

Íàïðèìåð, åñëè αi ïðîáåãàþò âñå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (q) , òî m(x) = xn−x . Åñëè n | q−1 è
ýëåìåíò α èìååò ïîðÿäîê n (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå GF ∗(qm)), òî
m(x) = (x− 1)(x− α) . . . (x− αn−1) = xn − 1 .

Ïóñòü êîäîâûé âåêòîð u ïîëó÷åí íà îñíîâå èíôîðìàöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
b(x) = b0 + b1x + . . . + bk−1x

k−1 ñ ïîìîùüþ (1), v = u + e � ïîëó÷åííûé íà ïðèåìíîì êîíöå
âåêòîð, â êîòîðîì t îøèáîê, X1 = αi1 , . . . , Xt = αit � ëîêàòîðû îøèáîê, Y1 = ei1 , . . . , Yt = eit

� çíà÷åíèÿ îøèáîê. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê çàïèøåì â âèäå:

σ(x) = (x−X1) . . . (x−Xt).

Åñëè îøèáîê íå áûëî, òî áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî σ(x) = 1 .
Åñëè vi = ui , òî vi = yib(αi) . Åñëè vi 6= ui , òî íà ïîçèöèè i ïðîèçîøëà îøèáêà, ïîýòîìó

σ(αi) = 0 . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

σ(αi)y
−1
i vi = σ(αi)b(αi), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Îáîçíà÷èì p(x) = σ(x)b(x) . Çàìåòèì, ÷òî

deg p(x) ≤ d− 1

2
+ k − 1 <

n + k

2
.

Òîãäà
σ(αi)y

−1
i vi = p(αi), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà f(x) ñòåïåíè íå âûøå n− 1 , ïðîõîäÿ-
ùèé ÷åðåç òî÷êè (α0, y

−1
0 v0) , (α1, y

−1
1 v1) ,. . . , (αn−1, y

−1
n−1vn−1):

f(αi) = y−1
i vi, i = 0, 1, . . . , n− 1, deg f(x) ≤ n− 1.

Òîãäà èç ðàâåíñòâ
σ(αi)f(αi) = p(αi), i = 0, 1, . . . , n− 1

ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå:
σ(x)f(x) ≡ p(x) (mod m(x)). (2)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì σ(x)f(x) è p(x) íà m(x) :

σ(x)f(x) = q(x)m(x) + r(x), deg r(x) < n,

p(x) = q̃(x)m(x) + r̃(x), deg r̃(x) < n.

Òàê êàê m(αi) = 0 , òî:

r(αi) = σ(αi)f(αi) = p(αi) = r̃(αi), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû r(x) è r̃(x) ñîâïàäàþò â n òî÷êàõ (ïðè÷åì αi 6= αj ïðè i 6= j ) è
èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå n− 1 , òî r(x) = r̃(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå (2).
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Àëãîðèòì 1 (àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ êîäîâ ÐÑ).
Âõîä: ïðèíÿòûé âåêòîð v .
Âûõîä: èñõîäíûé èíôîðìàöèîííûé âåêòîð b , åñëè ïðîèçîøëî íå áîëåå [(d−1)/2] îøèáîê,

ãäå [ ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
1. Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí f(x) , äëÿ êîòîðîãî

f(αi) = y−1
i vi, i = 0, 1, . . . , n− 1.

2. Íåçàêîí÷åííûé îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ïóñòü r−1(x) = m(x) , r0(x) = f(x) ,
v−1(x) = 0 , v0(x) = 1 . Ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé îáîáùåííîãî àëãîðèòìà
Åâêëèäà:

ri−2(x) = ri−1(x)qi−1(x) + ri(x),

vi(x) = vi−2(x)− vi−1(x)qi−1(x), i ≥ 1,

äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãàåòñÿ òàêîå rj(x) , äëÿ êîòîðîãî

deg rj−1(x) ≥ n + k

2
, deg rj(x) <

n + k

2
.

3. Äåëåíèå. Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí b(x) =
rj(x)

vj(x)
.

Òåîðåìà 1. Åñëè â êîäîâîì âåêòîðå ïðîèçîøëî íå áîëåå [(d − 1)/2] îøèáîê, òî àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ 1 âñåãäà ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ, à èìåííî, ê èñõîäíîìó èíôîð-
ìàöèîííîìó âåêòîðó b .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b(x) � èñõîäíûé èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí (êîòîðûé ñîîòâåò-
ñòâóåò âåêòîðó b), u(x) � êîäîâûé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1). Ïóñòü
ìíîãî÷ëåí îøèáîê e(x) èìååò âåñ íå áîëåå [(d − 1)/2] , v(x) = u(x) + e(x) � ïðèíÿòûé íà
ïðèåìíîì êîíöå ìíîãî÷ëåí. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ σ(x) è p(x) (èñòèííûå çíà÷åíèÿ), êîòîðûå ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâå èñõîäíûõ äàííûõ, ñðàâíåíèå (2) âûïîëíåíî, ïðè÷åì b(x) = p(x)/σ(x) .

Ïóñòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ rj(x) è vj(x) , ïðè÷åì

deg rj−1(x) ≥ n + k

2
, deg rj(x) <

n + k

2
.

Ïîêàæåì, ÷òî vj(x) äåëèòñÿ íà rj(x) , ïðè÷åì rj(x)/vj(x) = b(x) . Äîìíîæèâ ïåðâîå èç
ïðèâåäåííûõ íèæå ñðàâíåíèé

σ(x)f(x) ≡ p(x) (mod m(x)),

vj(x)f(x) ≡ rj(x) (mod m(x))

íà vj(x) , à âòîðîå � íà σ(x) , ïîëó÷èì:

vj(x)p(x) ≡ σ(x)rj(x) (mod m(x)). (3)

Îöåíèì ñâåðõó ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äàííîãî ñðàâíåíèÿ. Äëÿ
ìíîãî÷ëåíà èç ïðàâîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ:

deg σ(x)rj(x) <
d− 1

2
+

n + k

2
= n.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i-ãî øàãà îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà âûïîëíåíî:

deg vi(x) = deg m(x)− deg ri−1(x),
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ïîëó÷àåì:

deg vj(x) = deg m(x)− deg rj−1(x) ≤ n− n + k

2
=

d− 1

2
.

Ïîýòîìó

deg vj(x)p(x) <
d− 1

2
+

n + k

2
= n.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

vj(x)p(x) = σ(x)rj(x).

Òàê êàê p(x) = σ(x)b(x) , òî rj(x) = vj(x)b(x) . �

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îáðàùåíèÿ
ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà. Ïîìèìî êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãàóññà ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû îáðàùå-
íèÿ ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà, êîòîðûå ó÷èòûâàþò åå ñòðóêòóðó. Â ðàáîòå [7] ïðèâîäÿòñÿ ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì. Â ðàáîòå [8] ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ O(n3) . Â ðàáîòàõ [9, 10, 11,
12, 13] ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ñî ñëîæíîñòüþ O(n2) . Â ëþáîì ñëó÷àå îáðàùåíèå ìàòðèöû
Âàíäåðìîíäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäâû÷èñëåíèåì è íå âëèÿåò íà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îáîáùåííûé êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä ïîëåì GF (7) ñ ïàðàìåòðàìè
n = 5 , k = 3 , d = 3 , α = (2, 3, 4, 5, 6) , y = (1, 2, 3, 2, 1) . Äëÿ äàííîãî êîäà ìíîãî÷ëåí m(x)
ïðèìåò âèä:

m(x) = (x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6) =
x6 − 1

x− 1
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5.

Íèæå ïðèâåäåíà ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà V íà îñíîâå âåêòîðà α , îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà
V −1 è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Y íà îñíîâå âåêòîðà y :

V =


1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
4 2 2 4 1
1 6 1 6 6
2 4 4 2 1

 , V −1 =


1 5 0 1 5
2 5 6 4 1
3 2 0 3 2
4 2 3 6 1
5 0 5 0 5

 , Y =


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå k = 3 ñòðîêè ìàòðèöû V Y îáðàçóþò ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G
íàøåãî êîäà.

Ïóñòü b = (2, 4, 1) � èíôîðìàöèîííûé âåêòîð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó
b(x) = 2 + 4x + x2 . Ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u = (y0b(α0), y1b(α1), . . . , yn−1b(αn−1)) = bG.

Ïîñëå êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà b ïîëó÷àåì êîäîâûé âåêòîð u = (0, 4, 4, 3, 6) .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðèåìíîì êîíöå ïðèíÿò âåêòîð v = u + e = (0, 2, 4, 3, 6) , ãäå

e = (0, 5, 0, 0, 0) � âåêòîð îøèáîê. Ïðèìåíèì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ 1.
1. Èíòåðïîëÿöèÿ. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) = f0 + f1x + . . . + f4x

4 :

(f0, f1, f2, f3, f4) = (0, 2, 4, 3, 6)Y −1V −1 = (0, 6, 2, 3, 6).

2. Íåçàêîí÷åííûé îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ïîëàãàåì r−1(x) = m(x) ,
r0(x) = f(x) , v−1(x) = 0 , v0(x) = 1 . Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî øàãà îáîáùåííîãî àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà
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r−1(x) = r0(x)(3 + 6x) + 1 + 4x + x2 + x3, r1(x) = 1 + 4x + x2 + x3,

v1(x) = −(3 + 6x) = 4 + x

ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ, òàê êàê deg r0(x) = 4 , deg r1(x) = 3 , ïðè÷åì (n + k)/2 = 4 .
3. Äåëåíèå. Èñõîäíûé èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí:

b(x) =
r1(x)

v1(x)
= 2 + 4x + x2.

3. Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ êîäîâ Á×Õ íà îñíîâå ìåòîäà Ãàî íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ñëåäóþùåå õîðîøî èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü êîä Á×Õ A íàä ïîëåì F = GF (q) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
êîðíåé

αl, αl+1, . . . , αl+δ−2 ∈ GF (qm)

ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ F [x] , ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qm) .
Ïóñòü Ã � êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä ïîëåì GF (qm) ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì
g̃(x) = (x − αl)(x − αl+1) . . . (x − αl+δ−2) . Òîãäà êîä A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì êîäà Ã íà
ïîäïîëå GF (q) , ò.å. êîä A ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ u ∈ Ã , êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
ïîëþ GF (q) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1 âåðíî äëÿ ëþáîãî α ∈ GF ∗(q) . Â ýòîì ñëó÷àå äëèíû êîäîâ
A è Ã ðàâíû ïîðÿäêó ýëåìåíòà α ïðè δ > 2 . Ïðè ýòîì êîä Ã óæå áóäåò ïîäïàäàòü ïîä
îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà.
Àëãîðèòì 2 (äåêîäèðîâàíèå êîäà Á×Õ).

Âõîä: ïðèíÿòûé âåêòîð v .
Âûõîä: èñõîäíûé êîäîâûé âåêòîð u ∈ A ⊆ Ã , åñëè ÷èñëî îøèáîê íå ïðåâûøàåò [(d−1)/2] .
1. Âåêòîð v äåêîäèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 äëÿ êîäà Ã (ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî

m(x) = xn − 1), êîòîðûé âîçâðàùàåò èíôîðìàöèîííîé ìíîãî÷ëåí b(x) , ñîîòâåòñòâóþùèé
âåêòîðó u .

2. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü âåêòîð u íà îñíîâå b(x) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

u = (b(1), b(α), . . . , b(αn−1)).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êîä Á×Õ íàä ïîëåì GF (23) , ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ìíîãî÷ëåíà
x3 + x + 1 ñ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì α :

α0 = 1 = 100, α1 = α = 010,
α2 = α2 = 001, α3 = 1 +α = 110,
α4 = α +α2 = 011, α5 = 1 +α +α2 = 111,
α6 = 1 +α2 = 101, α7 = 1 = 100.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà ðàññìîòðèì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí
g(x) = x3 + x + 1 . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷åííûé êîä Á×Õ ÿâëÿåòñÿ êîäîì Õýììèíãà
ñ ïàðàìåòðàìè n = 7 , k = 4 , d = 3 . Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ äàííîãî êîäà ñóùåñòâóþò ýô-
ôåêòèâíûå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Ãàî ê êîäàì Á×Õ.
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Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ìàòðèöû äëÿ íàøåãî êîäà. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì xi ñ îñòàò-
êîì íà g(x) :

x3 = g(x) · 1 + 1 + x, x4 = g(x) · x + x + x2,
x5 = g(x) · (1 + x2) + 1 + x + x2, x6 = g(x) · 1 + 1 + x2.

Ïîëó÷àåì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

 .

Çàêîäèðóåì èíôîðìàöèîííûé âåêòîð i = (1, 0, 1, 1):

u = iG = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðèåìíîì êîíöå ïîëó÷åí âåêòîð:

v = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1) = u + e,

ãäå âåêòîð îøèáîê ðàâåí e = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) .
Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà v(x) = 1+x3+x6 ïðèìåíèì àëãîðèòì 2. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà

ðàññìîòðèì ýòîò ìíîãî÷ëåí êàê èñêàæåííûé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí [7, 5, 3]�êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà
íàä ïîëåì GF (23) ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g̃(x) = (x−α)(x−α2) . Ìàòðèöà Âàíäåðìîí-
äà (â äàííîì ñëó÷àå, â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) äëÿ äàííîãî
êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà è åå îáðàòíàÿ èìåþò âèä:

V =
(
αij

)
=



1 1 1 1 1 1 1
1 α α2 α3 α4 α5 α6

1 α2 α4 α6 α α3 α5

1 α3 α6 α2 α5 α α4

1 α4 α α5 α2 α6 α3

1 α5 α3 α α6 α4 α2

1 α6 α5 α4 α3 α2 α


,

V −1 =
1

n

(
α−ij

)
=



1 1 1 1 1 1 1
1 α6 α5 α4 α3 α2 α
1 α5 α3 α α6 α4 α2

1 α4 α α5 α2 α6 α3

1 α3 α6 α2 α5 α α4

1 α2 α4 α6 α α3 α5

1 α α2 α3 α4 α5 α6


.

1. Èíòåðïîëÿöèÿ. Âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí f(x) :

(f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6) = vV −1 = (1, α6, α5, α6, α3, α3, α5),

f(x) = 1 + α6x + α5x2 + α6x3 + α3x4 + α3x5 + α5x6.

2. Ïðèìåíåíèå íåçàêîí÷åííîãî îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Ïîëàãàåì
r−1(x) = x7 − 1 , r0(x) = f(x) . Òîãäà
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x7 − 1 = f(x)(1 + α2x) + x + α6x2 + α2x3 + x4 + α2x5,

v1(x) = −(1 + α2x) = 1 + α2x.

3. Äåëåíèå:

b(x) =
r1(x)

v1(x)
= x + x2 + x4.

4. Íàõîäèì êîäîâûé ìíîãî÷ëåí

u = (b(1), b(α), . . . , b(α6)) = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0)V = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1),

èç êîòîðîãî èçâëåêàåì èñõîäíûé èíôîðìàöèîííûé âåêòîð i = (1, 0, 1, 1) .

4. Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà â ñëó÷àå îøèáîê è ñòèðàíèé

Ïóñòü êîä ÐÑ íàä ïîëåì GF (q) èìååò ïàðàìåòðû [n, k, d = n − k + 1] , n = q − 1 , α
� ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (q) , g(x) = (x − 1)(x − α) . . . (x − αn−1) � ïîðîæäàþùèé
ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü òåïåðü â êàíàëå ñâÿçè ïðîèñõîäÿò îøèáêè è ñòèðàíèÿ, d ≥ 2t + r + 1 , ãäå
t è r � ÷èñëî îøèáîê è ñòèðàíèé ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðèíÿòîì âåêòîðå v
ïðîèçîøëî t îøèáîê è r ñòèðàíèé, ïðè÷åì R � ìíîæåñòâî ïîçèöèé â âåêòîðå v , íà êîòîðûõ
ïðîèçîøëè ñòèðàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽ íîâûé âåêòîð äëèíû n− r , êîòîðûé ïîëó÷åí èç âåê-
òîðà v ïóòåì óäàëåíèÿ êîîðäèíàò ñ íîìåðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó R . Òåì ñàìûì
ìû ðàññìàòðèâàåì íîâûé îáîáùåííûé êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà äëèíû ñ = n − r , ðàçìåðíîñòè
k̃ = k è ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d̃ = ñ − k̃ + 1 . Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà b(x) ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì 1, êîòîðûé áóäåò ðàáîòàòü ñ âåêòîðîì ṽ è íîâûìè
ïàðàìåòðàìè ñ , k̃ è d̃ . Âåêòîð y â äàííîì àëãîðèòìå ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç åäèíèö. Ïðè
ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå ñòåïåíè αi , äëÿ êîòîðûõ i 6∈ R , à ìíîãî÷ëåí m(x) èìååò òàêîé
âèä:

m(x) =
∏

0≤i≤n−1,
i6∈R

(x− αi).

Íåçàêîí÷åííûé àëãîðèòì Åâêëèäà øàãà 2 àëãîðèòìà 1 áóäåò ðàáîòàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå
äîñòèãíåòñÿ òàêîå rj(x) , ÷òî:

deg rj−1(x) ≥ ñ + k̃

2
, deg rj(x) <

ñ + k̃

2
.

Òàê êàê äëÿ äàííîãî îáîáùåííîãî êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà âûïîëíåíî d̃ ≥ 2t + 1 , òî èç òåî-
ðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî òàêîé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì âîçâðàòèò èñõîäíûé
èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí b(x) .
Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèì êîä ÐÑ íàä ïîëåì GF (11) ñ ïàðàìåòðàìè n = 10 , k = 5 ,
d = n−k+1 = 6 . ×èñëî α = 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ GF (11) (èíûìè ñëîâà-
ìè, ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 11, òàê êàê ïî êðèòåðèþ ïåðâîîáðàçíî-
ãî êîðíÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ äîëæíî áûòü âûïîëíåíî α2 6≡ 1 (mod 11) è α5 6≡ 1 (mod 11)).
Äàííûé êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü ëèáî äî äâóõ îøèáîê è îäíî ñòèðàíèå, ëèáî îäíó îøèáêó è äî
òðåõ ñòèðàíèé, ëèáî äî ïÿòè ñòèðàíèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîé îøèáêè è òðåõ ñòèðàíèé. Ïóñòü b = (7, 2, 8, 1, 4) � èíôîðìà-
öèîííûé âåêòîð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó b(x) = 7 + 2x + 8x2 + x3 + 4x4 . Ïîñëå
êîäèðîâàíèÿ ýòîãî âåêòîðà ïîëó÷àåì:

u = (b(1), b(α), . . . , b(α9)) = (0, 5, 10, 7, 4, 5, 3, 9, 7, 9).
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Ïóñòü íà ïðèåìíîì êîíöå ïîëó÷åí âåêòîð

v = (0, 5, 10, 7, 1, ∗, 3, ∗, 7, ∗),

ò.å. ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà è òðè ñòèðàíèÿ (çàìåòèì, ÷òî íà ïðèåìíîì êîíöå èñõîäíûé âåêòîð
u ïîêà íåèçâåñòåí).

Óäàëèâ â âåêòîðå v ñòåðòûå ñèìâîëû, ïîëó÷èì íîâûé âåêòîð

ṽ = (0, 5, 10, 7, 1, 3, 7),

â êîòîðîì òîëüêî îäíà îøèáêà. Ñåé÷àñ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûé êîä ÐÑ äëèíû ñ = 7 ,
ðàçìåðíîñòè k̃ = 5 , ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d̃ = 3 . Ìíîæåñòâî R ïîçèöèé ñòåðòûõ ñèìâîëîâ
ðàâíî R = {5, 7, 9} . Ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí m(x):

m(x) = (x− α0)(x− α1)(x− α2)(x− α3)(x− α4)(x− α6)(x− α8) =

= (x− 1)(x− 2)(x− 4)(x− 8)(x− 5)(x− 9)(x− 3) =

=
x10 − 1

(x− 10)(x− 7)(x− 6)
= 6 + 10x + 10x2 + 5x5 + x6 + x7.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó Âàíäåðìîíäà V äëÿ âåêòîðà (1, 2, 4, 8, 5, 9, 3) è åå îáðàòíóþ ìàòðèöó
V −1 :

V =



1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 8 5 9 3
1 4 5 9 3 4 9
1 8 9 6 4 3 5
1 5 3 4 9 5 4
1 10 1 10 1 1 1
1 9 4 3 5 9 3


, V −1 =



8 3 9 9 9 1 6
8 10 0 0 0 3 1
4 4 4 1 3 5 1
9 1 0 0 0 2 10
6 9 3 5 1 3 6
8 2 5 3 4 1 10
2 4 1 4 5 7 10


.

1. Èíòåðïîëÿöèÿ. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) = f0 + f1x + . . . + f6x
6 :

(f0, f1, . . . , f6) = (0, 5, 10, 7, 1, 3, 7)V −1 = (0, 8, 10, 8, 1, 2, 4).

2. Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Îïðåäåëÿåì r−1(x) = m(x) ,
r0(x) = f(x) è ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Åâêëèäà:

m(x) = f(x)(7 + 3x) + 6 + 9x + 4x2 + 2x3 + 2x4 + 10x5,

v1(x) = −(7 + 3x) = 4 + 8x.

Ïîñëå ïåðâîãî øàãà îñòàíàâëèâàåìñÿ, òàê êàê (ñ + k̃)/2 = 6 , deg r0(x) = 6 , deg r1(x) = 5 .
3. Äåëåíèå:

b(x) =
r1(x)

v1(x)
=

6 + 9x + 4x2 + 2x3 + 2x4 + 10x5

4 + 8x
= 7 + 2x + 8x2 + x3 + 4x4.

5. Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ãîïïû

Îïðåäåëåíèå êîäà Ãîïïû [14] ñ âåêòîðàìè äëèíû n , êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æèò ïîëþ GF (q) , îïèðàåòñÿ íà äâà îáúåêòà: ìíîãî÷ëåí G(x) ñòåïåíè r ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ïîëÿ GF (qm) , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãîïïû; ïîäìíîæåñòâî L = {α0, α1, . . . , αn−1}
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ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (qm) òàêèõ, ÷òî G(αi) 6= 0 äëÿ âñåõ αi ∈ L . Îáû÷íî â êà÷åñòâå L âûáèðà-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (qm) , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
G(x) .

Êîä Ãîïïû Γ(L, G) ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ u = (u0, u1, . . . , un−1) ñ êîìïîíåíòàìè èç
GF (q) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñðàâíåíèå:

n−1∑
i=0

ui

x− αi

≡ 0 (mod G(x)).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà Γ(L, G) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
d ≥ r + 1 .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïð., [15]) ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîäû Ãîïïû ÿâëÿþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿìè êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà íà ïîäïîëå (ò.å. àëüòåðíàòèâíûìè êîäàìè).
Òåîðåìà 2. Êîä Γ(L, G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åíèå êîäà GRSn−r(L, y) íà ïîäïîëå GF (q) ,
ãäå n− r = k , y = (y0, y1, . . . , yn−1) ,

yi = G(αi)
∏

0≤j≤n−1,
j 6=i

1

αi − αj

, i = 0, 1, . . . , n− 1. (4)

Äàííàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ê êîäàì Ãîïïû ìîæíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ
äëÿ îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà.
Àëãîðèòì 3 (äåêîäèðîâàíèå êîäà Ãîïïû).

Âõîä: ïðèíÿòûé âåêòîð v = u + e , ãäå u ∈ Γ(L, G) ⊆ GRSn−r(L, y) .
Âûõîä: èñõîäíûé êîäîâûé âåêòîð u , åñëè ïðîèçîøëî íå áîëåå [r/2] îøèáîê, [ ] � öåëàÿ

÷àñòü ÷èñëà.
1. Ê âåêòîðó v ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1, íà âûõîäå êîòîðîãî ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí b(x) .
2. Âû÷èñëåíèå êîäîâîãî âåêòîðà u :

u = (y0b(α0), y1b(α1), . . . , yn−1b(αn−1)).

Òåîðåìà 3. Åñëè â êîäîâîì âåêòîðå ïðîèçîøëî íå áîëåå [r/2] îøèáîê, òî àëãîðèòì äåêîäèðî-
âàíèÿ 3 âñåãäà ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ, à èìåííî, ê èñõîäíîìó êîäîâîìó âåêòîðó
u êîäà Γ(L, G) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîä Γ(L, G) èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå d ≥ r + 1 , r = deg G(x) .
Ïóñòü u ∈ Γ(L, G) . Òàê êàê êîä Γ(L, G) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì êîäà GRSk(L, y) íà ïîä-
ïîëå GF (q) , òî u ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êîäèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî èíôîðìàöèîííîãî
ìíîãî÷ëåíà b(x) êîäà GRSk(L, y) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1). Ïðè ýòîì êîäîâîå ðàññòîÿíèå
êîäà GRSk(L, y) ðàâíî d = n − k + 1 = r + 1 . Ïîýòîìó åñëè â âåêòîðå u ïðîèçîøëî íå
áîëåå r/2 îøèáîê, òî èõ ìîæíî èñïðàâèòü íà îñíîâå îäíîãî èç àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ
êîäà GRSk(L, y) . Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 1, ïóñòü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1 ïîëó÷åí èíôîð-
ìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí b(x) = rj(x)/vj(x) êîäà GRSk(L, y) . Òîãäà îñòàëîñü íàéòè èñõîäíûé
êîäîâûé âåêòîð u êîäà Γ(L, G) íà îñíîâå êîäèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà b(x) êîäà GRSk(L, y) ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû (1). �

Ïóñòü êîä Γ(L, G) ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì. Åñëè G(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî êîä Γ(L, G)
íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì êîäîì Ãîïïû. Ïóñòü G(x) � ïîëíûé êâàäðàò íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä GF (2m) íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äåëÿùèéñÿ íà G(x) . Â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîãî êîäà G(x) =
G2(x) . Äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ñåïàðàáåëüíîãî êîäà Γ(L, G) âåðíà îöåíêà d ≥ 2r + 1
è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Γ(L, G) = Γ(L, G) (ñì., íàïð., [15]). Ýòè ôàêòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü
ñåïàðàáåëüíûé êîä Γ(L, G) = Γ(L, G) , à àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ 3 ïðèìåíÿòü îòíîñèòåëüíî
êîäà GRSn−2r(α, y) , r = deg G(x) .
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Ïóñòü ñëåä ýëåìåíòà βi ∈ GF (2m) íå ðàâåí íóëþ, i = 1, . . . , s . Òîãäà õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ìíîãî÷ëåí G(x) =

∏s
i=1(x

2 + x + βi) íå èìååò êîðíåé â GF (2m) . Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ñåïàðàáåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà G(x) íåîáõîäèìî îòñóòñòâèå êðàòíûõ êîðíåé.

Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùåãî ïðèìåðà çàìåòèì, ÷òî åñëè {α0, α1, . . . , αn−1} = GF (qm) ,
n = qm , q � ÷åòíîå, òî

∏
0≤j≤n−1,

j 6=i
(αj − αi) = 1 äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , n− 1 . Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî β ∈ GF (qm) îòîáðàæåíèå fβ : GF (qm) → GF (qm) , îïðåäåëåí-
íîå ðàâåíñòâîì fβ(x) = x − β , x ∈ GF (qm) , ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè∏

0≤j≤n−1,
j 6=i

(αj−αi) ó÷àñòâóþò âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ, ò.å. êàæäàÿ ñêîáêà � ýòî íåíóëåâîé
ýëåìåíò ïîëÿ, ïðè÷åì âñå òàêèå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç
GF ∗(qm) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà xn−1 − 1 .
Ïðèìåð 4. Ïóñòü F = GF (23) � ïîëå, ïîñòðîåííîå íà îñíîâå ìíîãî÷ëåíà 1 + x + x3 ñ ïðè-
ìèòèâíûì ýëåìåíòîì α ∈ GF (23) (ñì. ïðèìåð 2). Ïîñòðîèì [8, 2]-êîä Ãîïïû Γ(L, G) íàä
ïîëåì GF (2) , â êîòîðîì ìíîæåñòâî L è ìíîãî÷ëåí G(x) îïðåäåëåíû íàä GF (23) . Ïóñòü
L = GF (23) = {0, 1, α, α2, . . . , α6} , G(x) = 1 + x + x2 . Òàê êàê ñëåä åäèíèöû íåíóëåâîé, òî
ìíîãî÷ëåí G(x) íå èìååò êîðíåé â ïîëå GF (23) . Òàêæå âû÷èñëèì G(x) = G2(x) = 1+x2+x4 .
Òàê êàê d ≥ 5 , òî êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü 1 è 2 îøèáêè.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 2, äàííûé êîä ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì êîäà GRS4(L, y) íà ïîäïîëå
GF (2) , ãäå

yi = G(αi)
∏

0≤j≤7,
j 6=i

1

αi − αj

= G(αi), i = 0, 1, . . . , 7,

y = (1, 1, α3, α6, α3, α5, α5, α6).

Ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà V äëÿ êîäà GRS4(L, y) , åå îáðàòíàÿ V −1 è ìàòðèöà Y èìåþò âèä:

V =



1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 α α2 α3 α4 α5 α6

0 1 α2 α4 α6 α α3 α5

0 1 α3 α6 α2 α5 α α4

0 1 α4 α α5 α2 α6 α3

0 1 α5 α3 α α6 α4 α2

0 1 α6 α5 α4 α3 α2 α
0 1 1 1 1 1 1 1


, V −1 =



1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 α6 α5 α4 α3 α2 α 1
0 α5 α3 α α6 α4 α2 1
0 α4 α α5 α2 α6 α3 1
0 α3 α6 α2 α5 α α4 1
0 α2 α4 α6 α α3 α5 1
0 α α2 α3 α4 α5 α6 1


,

Y = Diag(1, 1, α3, α6, α3, α5, α5, α6),

ãäå Y � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Ðàññìîòðèì êîäîâûé âåêòîð u = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ Γ(L, G) = Γ(L, G) . Ïóñòü íà ïðèåì-

íîì êîíöå ïîñëå ïåðåäà÷è âåêòîðà u ïîëó÷åí âåêòîð:

v = u + e = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1), e = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0).

Áóäåì äåêîäèðîâàòü âåêòîð v ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 äëÿ êîäà GRS4(L, y) . Â íàøåì ñëó-
÷àå

m(x) =
∏

β∈GF (23)

(x− β) = x8 − x.

Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) :

(f0, f1, . . . , f7) = vY −1V −1 = (0, α2, 0, 0, α, α, α4, α),

f(x) = α2x + αx4 + αx5 + α4x6 + αx7.
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Ïîëàãàåì r−1(x) = m(x) , r0(x) = f(x) è ïðèìåíÿåì íåçàêîí÷åííûé îáîáùåííûé àëãî-
ðèòì Åâêëèäà:

m(x) = f(x)(α2 + α6x) + α5x + αx2 + α3x4 + αx5 + α2x6,
v1(x) = −(α2 + α6x) = α2 + α6x,

f(x) = r1(x)(α3 + α6x) + α4x + x3 + α5x4,
v2(x) = 1− (α3 + α6x)v1(x) = α4 + α4x + α5x2.

Òàê êàê äëÿ êîäà GRS4(L, y) ñ = 8 , k̃ = 4 , (ñ+ k̃)/2 = 6 , òî ïîñëå âòîðîãî øàãà àëãîðèòì
Åâêëèäà îñòàíàâëèâàåòñÿ (deg r1(x) = 6 , deg r2(x) < 6).

Èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí b(x) êîäà GRS4(L, y) , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó u ,
èìååò âèä:

b(x) =
r2(x)

v2(x)
=

α4x + x3 + α5x4

α4 + α4x + α5x2
= x + x2.

Âû÷èñëÿåì ñàì âåêòîð u :

u = (y0b(0), y1b(1), y2b(α), . . . , y7b(α
6)) = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1).
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On a simple algorithm for decoding BCH codes, Reed�Solomon codes, and Goppa codes

S. M. Ratseev, O. I. Cherevatenko

Gao obtained a simple and ef�cient algorithm for decoding Reed-Solomon codes. In this paper we
describe the use of this algorithm for decoding generalized Reed�Solomon codes, Goppa codes,
Bose�Chaudhuri�Hocquenghem codes, and Reed�Solomon codes with errors and erasures.

Keywords: error-correcting codes, Reed�Solomon codes, Goppa codes, Bose�Chaudhuri�
Hocquenghem codes, code decoding.


