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Рассматривается модель функционирования распределенных масштабируемых вычисли-

тельных систем (ВС) при групповом восстановлении отказавших машин. Формализация 

модели выполнена системой дифференциальных уравнений, в которой неизвестными яв-

ляются распределения вероятностей. В качестве показателей эффективности функциони-

рования ВС приняты математическое ожидание и дисперсия числа исправных машин вы-

числительной системы. Решения получены в аналитическом виде. 
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1. Введение 
 

Современные распределенные вычислительные системы (ВС) относятся к высокопроиз-

водительным вычислительным средствам [1]. Количество элементарных машин (ЭМ) [1] в 

таких системах варьируется от нескольких десятков до сотен тысяч [2, 3]. Увеличение числа 

ЭМ в системе провоцирует увеличение числа отказов [4]. Практика показывает, что в мас-

штабируемых вычислительных системах время между различными видами отказов может 

измеряться часами [5]. Поэтому актуальными становятся как организация отказоустойчивого 

функционирования [6–8], так и анализ эффективности функционирования ВС [9, 10] с уче-

том ее живучести. 

Для оценки эффективности функционирования ВС используют ряд показателей, среди 

которых присутствуют показатели потенциальной живучести [1], в основе которых лежат ве-

роятности и числовые характеристики случайных величин. Показатели потенциальной жи-

вучести вычислительных систем (ВС) учитывают то обстоятельство, что при решении задач 

используются все исправные ЭМ, число которых, вообще говоря, случайно. Другими слова-

ми, при определении показателей живучести следует учесть, что параллельные программы 

сложных задач при их реализации на живучих ВС способны задействовать суммарную про-

изводительность всех исправных ЭМ системы. Допуская математическую идеализацию, ВС 

можно рассматривать как объект стохастический. 

Описание модели. Предлагается стохастическая модель функционирования распреде-

ленной ВС, в которой ЭМ не абсолютно надежные [1]. Считаем, что в начальный момент 

времени в составе ВС было n  исправных ЭМ. При этом количество машин в системе воз-

можно увеличивать. Допуская дальнейшую математическую идеализацию модели, считаем, 
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что такое увеличение ЭМ в ВС возможно до бесконечности. В случайные моменты времени с 

интенсивностью   осуществляется восстановление группами по r  ЭМ (рис.1). Под восста-

новлением понимаем включение в состав ВС некоторого числа исправных машин, равного 

размеру группы. Каждая из машин системы отказывает с интенсивностью  . Попробуем 

оценить потенциальные возможности по наращиванию системы. В качестве показателей эф-

фективности (оценки потенциальной живучести) используем числовые характеристики – ма-

тематическое ожидание числа исправных ЭМ и его дисперсию [1]. При построении модели 

функционирования ВС воспользуемся методами теории массового обслуживания, в которой 

модели такого класса формулируются по отработанной методике: составляется система диф-

ференциальных уравнений, и в качестве неизвестных функций рассматриваются распределе-

ния вероятностей. Аналитическое решение таких систем далеко не всегда доступно, даже 

стационарное [1]. Из формализованной системой дифференциальных уравнений модели 

найдем аналитическое решение непосредственно для моментов, минуя распределение веро-

ятностей состояний.  
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Рис. 1. Модель функционирования масштабируемой ВС  

при групповом восстановлении отказавших ЭМ 

 

 

2.  Математическая модель 
 

На систему массового обслуживания (СМО) с бесконечным числом каналов поступает 

пуассоновский поток групп требований интенсивностью   [11, 12]. Каждая группа состоит 

из r  требований. В любой фиксированный момент времени ),0[ t  СМО находится в од-

ном из множества несовместных состояний kC , где k – число требований, находящихся в 

СМО, включая недообслуженные требования. Время обслуживания каждого требования 

подчинено экспоненциальному распределению с параметром  . Если система находится в 

состоянии kC , то одно из k требований покидает систему с интенсивностью k . Требуется 

найти математическое ожидание )(tM  номера состояния, в котором находится система при 

обслуживании требований и соответствующую дисперсию )(tD  при условии, что (0)M n , 

(0) 0D  . 

На рис. 2 представлена граф-схема состояний СМО, которая позволяет лучше понять 

связь между формулировкой модели и ее формализацией системой дифференциальных урав-

нений.  
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Рис. 2. Граф-схема состояний СМО для модели функционирования масштабируемой ВС 

 

Обозначим через )(tPk  вероятность того, что в момент времени t СМО находится в со-

стоянии 
kC , k = 0,1,… Система дифференциальных уравнений имеет вид: 
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Для нахождения математического ожидания и дисперсии применим метод производя-

щих функций. Преобразуем систему уравнений (1) так, чтобы в ней среднее уравнение со 

скользящим параметром k получалось из последнего уравнения при 0<k<r. Для этого поло-

жим 0)(  tP rk , rk 0 , тогда система (1) будет иметь вид: 
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В соответствии с формулировкой модели зададим начальные условия  
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3.  Исследование модели 
 

Для решения системы (2) с учетом (4) введем производящую функцию 
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Выражая каждое слагаемое полученного уравнения через производящую функцию, после 

приведения подобных членов получим линейное уравнение для производящей функции 
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Для нахождения математического ожидания )(tM  и соответствующей дисперсии )(tD  

воспользуемся методом моментов [13]. 

Возьмем производную по переменной z от правой и левой частей (6), тогда 
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Пусть   – случайная величина, характеризующая число требований находящихся в 

СМО. Из (5) и свойств производящих функций [13, 14] следует, что 
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После соответствующих преобразований над (7) получаем  
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где на основании (3) 000  )(D,n)(M . 

Решением для (8) с учетом (3) будет 
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Для стационарного режима имеем 
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На рис. 3 представлен расчет математического ожидания с учетом дисперсии по форму-

лам (9) при 110 1/ч, 310 1/ч, 20r , 410n  ЭМ.  

 

 

Рис. 3. Среднее число исправных машин с учетом дисперсии, время указано в часах 
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Из формул (9) и их графической реализации (рис. 3) также видно, что живучесть ВС и 

высокая производительность обеспечивается двумя тысячами ЭМ, в то время как надежность 

должна быть рассчитана исходя из десяти тысяч ЭМ. Следовательно, для достижения доста-

точной живучести при заданном объеме ВС необходимо повышение надежности элементной 

базы и других параметров, связанных с процессом выполнения параллельных программ.  

 

 

4.  Заключение 

 
В работе получены аналитические решения для расчета математического ожидания и 

дисперсии числа исправных машин в распределенных масштабируемых вычислительных си-

стемах. Решение получено методом моментов, предложенным в работах [13, 14]. В теории 

массового обслуживания такого вида модели обычно формализуются системами дифферен-

циальных уравнений от распределения вероятностей. Это считается достаточным, поскольку 

подразумевается, что другие вероятностные характеристики можно найти из полученного 

распределения. В нашем случае точное решение найти не получается, поскольку даже в ста-

ционарном режиме возникают сложности, что приводит к приближенному решению. Метод 

моментов дает возможность получить точное решение для моментов любых порядков. Кроме 

того, нахождение точного решения позволяет получить дополнительную информацию, недо-

ступную для приближенного решения: например, число ЭМ n в ВС фигурирует условно в 

начальных условиях и в формулах для )(tM  и )(tD переходного режима, но отсутствует в си-

стемах дифференциальных уравнений (1), (2) и в формулах стационарного режима – это 

свойство процессов Маркова. Помимо количественной оценки производительности ВС по-

лучена качественная оценка: простым наращиванием вычислительной системы элементар-

ными машинами без улучшения их параметров достигнуть сколь угодно высокой наперед за-

данной производительности невозможно.  
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Stochastic model to estimate the efficiency of distributed scalable computer systems 

functioning with group restorations  

Valery A. Pavsky, Kirill V. Pavsky 

 

A model of distributed computer systems functioning with group restorations of failed ma-

chines is considered. The model is formalized in the form of differential equations systems, 

where unknown quantity is probability distribution. To assess the effectiveness of CS function-

ing, mathematic expectation and variance of the number of working machines in the model are 

accepted. Analytical solutions are obtained. 

 

Keywords: distributed computer systems, mathematical model, group service, number of work-

ing machines, analytical solutions. 

 


