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1.  Введение 
 

Уменьшение объёма передаваемой информации – одна из проблем теории информации. 

Уменьшение объёма, например, эквивалентно увеличению скорости передачи, уменьшению 

процессорного времени, необходимого для её обработки. В настоящее время существует два 

направления сокращения избыточности: сжатие данных и кодирование дискретных источни-

ков. В работе [1] заложены основы теории передачи информации, с помощью которой полу-

чены различные алгоритмы устранения избыточности как при известной, так и при неизвест-

ной статистике сообщений. Достаточно подробную библиографию по этому вопросу можно 

найти в [2]. Кодирование дискретных источников используется при факсимильной передаче 

изображений [3], в задачах поиска и хранения данных [4], в теории управления [5], при выяв-

лении скрытой информации [6]. Решение этой проблемы значимо при создании большемас-

штабных распределённых вычислительных систем [7].  

В данной работе предлагается сжатие информации, порожденной источником без памяти 

символами различной длины, в том случае, когда источник неизвестен, но известно множе-

ство, которому он принадлежит. Например, перечислено конечное множество известных ис-

точников, которые могут порождать информацию или наложены определённые ограничения 

на вероятности источника и т.д. 

Цель данной работы – построить кодирование, которое будет зависеть от массивности 

множества источников. Эта массивность определяется -энтропией этого множества. В зави-

симости от массивности множества источников скорость убывания избыточности изменяется 

от  
𝐶1

𝑛
  до  

𝐶 log𝑛

𝑛
, где 𝑛 – длина кодируемого блока. 

 

2.  Основные определения. Постановка задачи 
 

Пусть буквы конечного алфавита 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘}, 2 ≤ 𝑘 ≤ ∞, порождаются источни-

ком 𝜃 независимо с вероятностями 𝑃𝜃(𝑎𝑖) = 𝜃𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, 𝜃1 + 𝜃2 +⋯+ 𝜃𝑘 = 1. В этом случае 

считаем, что 𝜃 – бернуллиевский источник, однозначно определённый числами 

𝜃𝑖 , 𝑖 =  1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, 𝜃𝑖 ≥ 0,  сумма которых равна единице. Верно и обратное утверждение: любой 

набор чисел 𝜃𝑖 , 𝑖 =  1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, удовлетворяющий перечисленным выше условиям, однозначно опре-

деляет бернуллиевский источник. Множество слов, взятых в произвольном алфавите, называ-
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ется префиксным, если никакое слово не является началом другого. Множество слов 𝐴𝑛, взя-

тых в алфавите 𝐴, назовём кодовым. В этом случае произвольная полубесконечная последова-

тельность символов букв входного алфавита, порождаемая источником, однозначно разбива-

ется на последовательность слов длины 𝑛. Из неравенства Крафта–Макмиллана [8] следует: 

самое общее из всех возможных дешифруемых кодирований  𝜑 состоит в том, что полубеско-

нечная последовательность букв, порожденная источником, разбивается в соответствии с ко-

довым множеством 𝐴𝑛 на слова, переведённые с помощью отображения 𝜑 в слова выходного 

алфавита 𝐵, который, не уменьшая общности, можно считать двоичным. При этом множество 

слов в выходном алфавите 𝜑(𝐴𝑛) = {𝜑(𝑢), 𝑢 ∈ 𝐴𝑛} является префиксным. 

Среднее число букв выходного алфавита, приходящееся на одну букву входного при ко-

дировании 𝜑, назовём стоимостью кодирования 𝜑 и обозначим 𝐶(𝑛, 𝜃, 𝜑). Величина 𝐶(𝑛, 𝜃, 𝜑) 
определяется равенством [8] 

                                                  𝐶(𝑛, 𝜃, 𝜑) =
1

𝑛
∑𝑃𝜃(𝑢)|𝜑(𝑢)|

𝑢∈𝑇

,                                                  (1) 

где 𝑃𝜃(𝑢) – вероятность порождения слова u источником 𝜃; 𝑛 – длина кодового слова. 

Через 𝐻(𝜃) обозначим энтропию источника 𝜃. Для бернуллиевского источника 𝜃 вели-

чина 𝐻(𝜃) определяется выражением [1] 

𝐻(𝜃) = −∑𝜃𝑖 log 𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

. 

Здесь и в дальнейшем log 𝑥 = log2 𝑥, 0 log 0 = 0. 
Эффективность кодирования 𝜑 оценивается разностью между стоимостью кодирования 

𝐶(𝑛, 𝜃, 𝜑), определяемой равенством (1), и энтропией источника 𝐻(𝜃). Эта разность называ-

ется избыточностью кодирования и обозначается 𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑). Таким образом, по определению  

                                                   𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑) =  𝐶(𝑛, 𝜃, 𝜑) − 𝐻(𝜃).                                                   (2) 
Избыточностью универсального кодирования для заданного множества источников Ω ⊆

Ω0 и сложностью 𝑛 назовём величину  

                                                          𝑅(𝑛, Ω) = inf
𝜑
sup
𝜃∈Ω

𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑),                                                        (3) 

где нижняя грань берётся по всем кодированиям 𝜑, определённым на множестве входных слов 

𝐴𝑛. При известной статистике сообщений 𝑅(𝑛, Ω) изучена в [1, 9], где было доказано, что из-

быточность известного источника без памяти, как правило, убывает со скоростью 
𝐶

𝑛
. В [10] 

доказано, что для избыточности 𝑅(𝑛, Ω0) универсального равномерного по входу кодирования 

источников без памяти Ω0 имеет место асимптотическое равенство: 

                                                                   𝑅(𝑛, Ω0) ∼
𝑘 − 1

2

log 𝑛

𝑛
.                                                                

В настоящей работе получена оценка сверху для избыточности универсального кодирова-

ния 𝑅(𝑛, Ω), где Ω ⊆ Ω0. Доказано, что  

                                                          𝑅(𝑛, Ω) ≤

𝐻 1

√𝑛

(Ω)

𝑛
+
𝐶

𝑛
,                                                            (4) 

где 𝐻𝜀(Ω) – -энтропия множества Ω, определяемая обычным образом [11]. 

 

3.  -энтропия множества источников без памяти 
 

Пусть Ω – произвольное подмножество источников из Ω0. Произвольный источник 𝜃 из 

Ω0 однозначно определяется набором (вектором) вероятностей (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘), 𝜃1 + 𝜃2 +⋯+
𝜃𝑘 = 1, где 𝜃𝑖 = 𝑃𝜃(𝑎𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅. Определим евклидово расстояние между векторами из Ω как 

обычно, -энтропия равна логарифму числа элементов минимальной -сети для множества ис-

точников Ω [11]. 

Приведём некоторые примеры: 
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а) если Ω0 – множество всех k-буквенных источников без памяти, то 

ℎ𝜀(Ω0) = (𝑘 − 1) log
1

𝜀
+ 𝑜 (log

1

𝜀
); 

б) если Ω – конечное множество источников и ‖Ω‖ – мощность множества Ω, то  

ℎ𝜀(Ω) = log‖Ω‖;  

в) если хотя бы одна из вероятностей источников из Ω заполняет некоторый интервал, то  

ℎ𝜀(Ω) = 𝑂 (log
1

𝜀
). 

 

4.  Метод кодирования и оценка его эффективности 
 

Пусть Ω – произвольное подмножество источников из Ω0. Предположим, что для любого 

источника 𝜃,  𝜃 ∈ Ω, выполняется неравенство 𝜃𝑖 ≥ 𝜈 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅. Зададим произвольное 

сколь угодно малое число 𝜀, 𝜀 > 0. Построим 𝜀-сеть для множества Ω и через Ω(𝜀) обозначим 

элементы минимальной 𝜀-сети множества Ω. Тогда для каждого источника 𝜃,  𝜃 ∈ Ω, найдется 

по крайней мере один источник 𝜃̃,  𝜃̃ ∈ Ω(𝜀), такой, что выполняются соотношения  

                                                                𝜃̃𝑖 − 𝜃𝑖 = Δ𝑖, |Δ𝑖| ≤ 𝜀 .                                                         (5) 
Просуммировав последнее равенство по i и учитывая, что  ∑ 𝜃̃𝑖

𝑘
𝑖=1 = ∑ 𝜃𝑖

𝑘
𝑖=1 = 1, получаем ра-

венство  

                                                                       ∑Δ𝑖

𝑘

𝑖=1

= 0.                                                                        (6) 

Справедливо утверждение: 

Лемма .  Для произвольного множества источников 𝛺, 𝛺 ⊆ 𝛺0, и произвольного 𝜀,  𝜀 <
𝑚𝑖𝑛
𝜃∈𝛺

𝜃𝑖, существует -сеть множества источников 𝛺, такая, что для любого источника 𝜃,  

𝜃 ∈ 𝛺, найдется такой источник 𝜃̃,  𝜃̃ ∈ 𝛺(𝜀), что  

                                                  0 ≤ −∑𝜃𝑖(𝑙𝑜𝑔 𝜃̃𝛼𝑖 − 𝑙𝑜𝑔 𝜃𝛼𝑖)

𝑘

𝑖=1

≤ 𝐶𝜀2,                                          (7)  

C не зависит от 𝜃. 

Доказательство . Из равенства ∑ 𝜃̃𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1 и теоремы К. Шеннона [1, 8] для каналов без 

шума вытекает справедливость нижней оценки в (6).  

Докажем справедливость верхней оценки. Как было отмечено выше, для каждого источника 

𝜃,  𝜃 ∈ Ω, найдется источник 𝜃̃,  𝜃̃ ∈ Ω(𝜀), для которого справедливы соотношения (5). Левую 

часть (7) перепишем в виде: 

−∑𝜃𝑖 log 𝜃̃𝑖

𝑘

𝑖=1

+∑𝜃𝑖 log 𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

= −∑𝜃𝑖 log
𝜃𝑖 + Δ𝑖
𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

= −∑𝜃𝑖 log (1 +
Δ𝑖
𝜃𝑖
)

𝑘

𝑖=1

. 

Воспользовавшись разложением в ряд функции log(1 + 𝑥) из последнего равенства и из (6) 

получаем: 

−∑𝜃𝑖 log 𝜃̃𝑖

𝑘

𝑖=1

+∑𝜃𝑖 log 𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

≤ [∑Δ𝑖

𝑘

𝑖=1

+
1

2
∑
Δ𝑖
2

𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

] log 𝑒 = (
1

2
∑
Δ𝑖
2

𝜃𝑖

𝑘

𝑖=1

) log 𝑒. 

Отсюда вытекает справедливость верхней оценки в (7). Лемма доказана. 

Опишем метод кодирования множества источников без памяти и оценим его эффектив-

ность. 

Теорема .  Для произвольного источника без памяти 𝛺 и произвольного 𝜀,  𝜀 < 𝑚𝑖𝑛
𝜃∈𝛺
𝑖=1,𝑘̅̅ ̅̅

𝜃𝑖, для 

𝑅(𝑛, 𝛺) избыточности универсального кодирования множества источников 𝛺 выполняется 

неравенство:  
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    𝑅(𝑛, Ω) ≤
log‖Ω(𝜀)‖

𝑛
+ 𝐶1𝜀

2 +
𝐶2
𝑛
, 

𝐶1  и 𝐶2 не зависят от 𝜀. 

Доказательство. Возьмем произвольное 𝜀, 𝜀 > 0, удовлетворяющее условию леммы, и 

построим минимальную -сеть Ω(𝜀). Элементы из множества Ω(𝜀) занумеруем произвольным 

образом: 𝜃̃1, 𝜃̃2, … , 𝜃̃‖Ω(𝜀)‖.  Рассмотрим кодирование 𝜑𝜀, которое каждому слову 𝑢, 𝑢 ∈ 𝐴𝑛, ста-

вит в соответствие слово 𝜑𝜀(𝑢) длины  

                                              |𝜑𝜀(𝑢)| ≤ ⌈− log
∑ 𝑃𝜃̃𝑗(𝑢)
‖Ω(𝜀)‖
𝑗=1

‖Ω(𝜀)‖
⌉,                                                  (8) 

Здесь ⌈𝑥⌉ – наименьшее целое число, большее или равное x.  

Существование дешифруемого кодирования 𝜑𝜀 с длинами кодовых слов, удовлетворяю-

щих равенствам (8), вытекает из выполнения неравенства Крафта [8] для чисел |𝜑𝜀(𝑢)|, 𝑢 ∈
𝐴𝑛. Оценим эффективность кодирования 𝜑𝜀 . Из определения 𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑𝜀) избыточности кодиро-

вания 𝜑𝜀 при заданном источнике 𝜃 и из (8) имеем: 

𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑𝜀) =
1

𝑛
∑ 𝑃𝜃(𝑢)|𝜑𝜀(𝑢)|

𝑢∈𝐴𝑛

− 𝐻(𝜃) ≤ − 
1

𝑛
∑ 𝑃𝜃(𝑢) log

∑ 𝑃𝜃̃𝑗(𝑢)
‖Ω(𝜀)‖
𝑗=1

‖Ω(𝜀)‖
𝑢∈𝐴𝑛

− 𝐻(𝜃) +
1

𝑛
. 

Пусть источник 𝜃 находится в -окрестности источника 𝜃̃𝑗0, 𝜃̃𝑗0 ∈ Ω(𝜀). Тогда предыдущее 

неравенство можно переписать в виде:  

𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑𝜀) ≤
log‖Ω(𝜀)‖

𝑛
− 𝐻(𝜃) − 

1

𝑛
∑ 𝑃𝜃(𝑢) log 𝑃𝜃̃𝑗0

(𝑢) −

𝑢∈𝐴𝑛

− 
1

𝑛
∑ 𝑃𝜃(𝑢) log

(

 
 
1 + ∑

𝑃𝜃̃𝑗(𝑢)

𝑃𝜃̃𝑗0
(𝑢)

‖Ω(𝜀)‖

𝑗=1
𝑗≠𝑗0 )

 
 
+
1

𝑛
𝑢∈𝐴𝑛

.                                                     (9) 

Так как  

−log

(

 
 
1 + ∑

𝑃𝜃̃𝑗(𝑢)

𝑃𝜃̃𝑗0
(𝑢)

‖Ω(𝜀)‖

𝑗=1
𝑗≠𝑗0 )

 
 
≤ 0, 

то из (9) и определения 𝐻(𝜃) получим, что 

                             𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑𝜀) ≤
log‖Ω(𝜀)‖

𝑛
−∑𝜃𝑖(log 𝜃̃𝑖

(𝑗0) − log 𝜃𝑖)

𝑘

𝑖=1

+
1

𝑛
,                           (10) 

где 𝜃̃𝑖
(𝑗0) – параметры источника 𝜃̃𝑗0. 

Из леммы и (10) получаем:  

 𝑟(𝑛, 𝜃, 𝜑𝜀) ≤
log‖Ω(𝜀)‖

𝑛
+ 𝐶1𝜀

2 +
𝐶2
𝑛
. 

Отсюда и из определения 𝑅(𝑛, Ω) вытекает справедливость утверждения теоремы. 

Следствие .  Для избыточности 𝑅(𝑛, 𝛺) универсального кодирования множества источ-

ников без памяти 𝛺 выполняется неравенство: 

 𝑅(𝑛, Ω) ≤

ℎ 1
√𝑛

(Ω)

𝑛
+
𝐶

𝑛
. 

Доказательство . Справедливость утверждения непосредственно вытекает из формули-

ровки теоремы при  𝜀 =
1

√𝑛
. 
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5.  Заключение 
 

Предложенный метод кодирования позволяет оценить избыточность универсального ко-

дирования через -энтропию множества источников. В частности, если источник известен 

либо их конечное число, то избыточность универсального кодирования такого множества убы-

вает со скоростью  
𝐶

𝑛
,  если же кодируется всё множество источников, то избыточность убывает 

со скоростью  
𝐶 log𝑛

𝑛
. 
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The method of universal coding of an arbitrary set of sources without memory is proposed. An 
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