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В рамках теории массового обслуживания построена математическая модель функцио-

нирования вычислительных систем (ВС) со структурной избыточностью (конечное число 

состояний). Найдена вероятность нахождения ВС в состоянии низкой производительно-

сти в зависимости от размера структурной избыточности. Для этой вероятности приведе-

на оценка и её погрешность. Предложен расчёт среднего числа отказавших машин в за-

висимости от времени. Приведены результаты аналитического и имитационного 

моделирования. 
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1. Введение 
 

Объектом исследования являются большемасштабные распределённые вычислительные 

системы (ВС) со структурной избыточностью [1]. Относительно быстрая замена отказавших 

ЭМ машинами структурной избыточности позволяет поддерживать необходимую произво-

дительность в течение длительного промежутка времени. В работе предлагается модель 

функционирования вычислительных систем со структурной избыточностью. 

 

 

 

2. Модель  
 

Имеется ВС, состоящая из N элементарных машин (ЭМ), n – структурная избыточность 

(резерв), ( nN  ) – основная подсистема. Время работы каждой ЭМ является случайной ве-

личиной, подчинённой экспоненциальному закону с параметром  – интенсивностью выхода 

ЭМ из строя. Вышедшая из строя ЭМ заменяется на ЭМ из структурной избыточности, 

а сама попадает в восстанавливающую систему (ВУ) и ждёт восстановления. Время восста-

новления является случайной величиной, подчинённой экспоненциальному закону с пара-

метром   – интенсивностью восстановления. Предполагается, что, независимо от числа ЭМ, 

находящихся в ВУ, среднее время восстановления любого числа nk   ЭМ, находящихся на 

восстановлении, /1cpt . 

 

 Работа выполнена при поддержки Совета по грантам Президента РФ (грант № НШ-2175.2012.9) и РФФИ 

(грант №13-07-00160), Министерства образования и науки РФ в рамках реализации целевой программы «Науч-

ные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009-2013 гг. (грант № 8228). 
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3. Вероятности состояний восстанавливающей системы 

 
Требуется вычислить )(tPk  − вероятность того, что в момент времени t в системе массо-

вого обслуживания (СМО) находится k требований, ),0[ t , nk ,...,1,0 , и провести анализ 

функционирования ВС. Предполагая, что для состояния k СМО поток отказов имеет интен-

сивность )( kN  , получаем  
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Замечаем, что в (2) np  – это вероятность пустоты  резерва в  стационарном режиме.  Со-

ответственно, на основе (2), считаем, что вероятность отказа ВС 
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Рис. 1. Зависимость вероятности сохранения максимальной производительности  

от размера структурной избыточности: ЭМNчч 4141 102,10;1.0     

 

 

Из (4) видно, что отк ( )p n  при nN  , что удобнее использовать для анализа. Оце-

ним погрешность такого приближения. Имеем  
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Из рис. 2 видно, что для ЭМNчч 4141 102,10;1.0     оценка погрешности 

(см. (5) и (6)) составляет примерно 1% от )(Nn  при 60n  и примерно 10% при 210n .  

 

Рис. 2. Расчёт )(n  ЭМNчч 4141 102,10;1.0     

 

На рис. 3 а) и б) представлен пример расчёта разницы отк( )n N p   и отк ( )np N n  , 

соответственно. Видно, что графики практически совпадают. Этот пример показывает, что 

оценка погрешности (5) несколько завышена (примерно, в два раза).  
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а)  б)  

Рис. 3. Оценка погрешности  

ЭМNчч 4141 102,10;1.0     

 

 

 

4. Математическое ожидание числа отказавших машин  

 и соответствующая дисперсия 

 
Для нахождения среднего числа машин )(tM , ожидающих восстановления в ВУ, и дис-

персии )(tD  воспользуемся аппаратом производящих функций [2], тогда 
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Приближённое значение для )(tPn  предлагается взять из работы [4]. Решение по (7), на-

пример, можно найти численными методами.  

В работах [5, 6] проводится исследование отказов в распределённых вычислительных 

системах. На основе статистики отказов в 20 кластерных ВС показано, что предпочтительнее 

считать, что время между отказами распределено по закону Вейбулла с параметром формы 

78.0 . 

На основе описанного процесса отказов и восстановлений ЭМ в ВС (см.п.2) была раз-

работана имитационная модель функционировании ВС со структурной избыточностью. На 

рис.4 – 7 приведены графики для математического ожидания отказавших машин, находя-

щихся на восстановлении, с учётом дисперсии ( )(tM  и )(tMw  – математические ожидания 

среднего числа отказавших машин; время работы до отказа любой ЭМ, являясь случайной 

величиной, распределено по экспоненциальному закону и закону Вейбулла с параметром 

формы 78.0 , соответственно; моделирование восстановлений выполнено согласно экс-
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поненциальному закону). Графики построены на основе результатов, полученных при помо-

щи имитационной модели (при 10000 экспериментах) и решением для (7). 

  
Рис. 4. Зависимость среднего числа отказав-

ших ЭМ, находящихся в ВУ, от времени.  

Расчёт выполнен согласно формулам (7).  

Рассматриваются простейшие потоки 

Рис. 5. Зависимость среднего числа отказав-

ших ЭМ находящихся в ВУ от времени.  

Расчёт выполнен согласно имитационной  

модели  

4105.1 N , 
410 1/ч, =0.1 1/ч 

 

Рис. 4, 5 показывают, что результаты при моделировании по формулам (7) практически сов-

падают с имитационным. Рис. 5 – 7 показывают, как влияет λN   на значение разницы меж-

ду )(tM  и )(tMw . При 5.1λ N  значения )(tM  и )(tMw  практически совпадают 

(см. рис.5).  

  

Рис. 6. Зависимость среднего числа отказав-

ших ЭМ, находящихся в ВУ, от времени.  

Расчёт выполнен согласно имитационной  

модели. 3105 N , 
410λ 1/ч, =0.1 1/ч 

Рис. 7. Зависимость среднего числа отказав-

ших ЭМ, находящихся в ВУ, от времени.  

Расчёт выполнен согласно имитационной  

модели. 4105.7 N , 
410λ 1/ч, =0.1 1/ч 

 

 

 

5.  Заключение 
 

В работе предложена математическая модель функционирования большемасштабных 

вычислительных систем (ВС) со структурной избыточностью. Найдена вероятность нахож-

дения ВС в состоянии низкой производительности в зависимости от размера структурной 

избыточности. Для этой вероятности предложена оценка и её погрешность, которые более 

удобны для анализа. Предложен расчёт среднего числа отказавших машин в зависимости 

от времени. Приведены результаты расчёта среднего числа отказавших ЭМ в восстанавли-

вающей системе, построенной по формулам (7) и имитационным моделям (где время работы 
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до отказа любой ЭМ является случайной величиной, распределённой по экспоненциальному 

закону и закону Вейбулла). 
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Stochastic models for estimations of distributed computer systems structural redundancy  

 

Kirill V. Pavsky 

 

Within the bounds of queuing lines theory, the mathematical model of distributed computer sys-

tems (CS) functioning with reserve is constructed. The functional dependency of the probability 

of computer system’s low performance subject to the size of structural redundancy is obtained. 

The estimation for this probability is offered. The results of analytical and simulation modeling 

are presented. 
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