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Î íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêàõ öèðêóëÿíòíûõ
è òîðîèäàëüíûõ ñòðóêòóð
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì

Ý. À. Ìîíàõîâà, Î. Ã. Ìîíàõîâ

Â ðàáîòå äàíû êðàòêèé îáçîð ïåðñïåêòèâíûõ òîïîëîãèé âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êëà-
ñòåðíûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóþùèõ òîðîèäàëüíûå è öèðêóëÿíòíûå ñòðóêòóðû
ñåòåé ñâÿçè ðàçìåðíîñòåé áîëüøèõ äâóõ, è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èõ ñòðóêòóðíûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî öèðêóëÿíòíûõ ñòðóêòóð ïî òàêèì ñòðóêòóðíûì õàðàê-
òåðèñòèêàì, êàê äèàìåòð, ñðåäíèé äèàìåòð è øèðèíà áèñåêöèè, ïðè ñîèçìåðèìûõ çàòðàòàõ
íà ÷èñëî óçëîâ è ÷èñëî ñâÿçåé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàëëåëüíûå êëàñòåðíûå ñèñòåìû, òîðîèäàëüíûå ñòðóêòóðû, öèðêóëÿíò-
íûå ñåòè, äèàìåòð, ñðåäíèé äèàìåòð, øèðèíà áèñåêöèè.

1. Ââåäåíèå

Öèðêóëÿíòíûå ñåòè øèðîêî èçó÷àþòñÿ â òåîðèè ãðàôîâ è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, à òàêæå
èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ, â òîì ÷èñëå òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ïàðàë-
ëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðè ïîñòðîåíèè òîïîëîãèé ñåòåé è ìóëüòèêëàñòåðíûõ ñèñòåì [1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8].

Ïóñòü N è s1, s2, ..., sk � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 ≤ s1 < s2 < ... < sk < N . Íåîðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô C(N ; S) , ãäå S = {s1, s2, ..., sk} , ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí V = {0, 1, ..., N − 1}
è ð¼áåð E = {(i, j) : |i − j| ≡ sm (mod N), m = 1, k} , íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíûì, ÷èñëà èç
ìíîæåñòâà S � îáðàçóþùèìè, k � ðàçìåðíîñòüþ, N � ïîðÿäêîì ãðàôà. Îáçîðû ðåçóëüòàòîâ
ïî èññëåäîâàíèþ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ìîæíî íàéòè â [2, 3, 4]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îò-
êðûòûå â ëèòåðàòóðå ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ è òð¼õìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé (à â ïîñëåäíåå
âðåìÿ è áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé [5]) òàêæå óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ
ïðè ïîñòðîåíèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå äðóãîé ïîïóëÿðíîé òîïîëîãèè: T = (V, E) åñòü k -ìåðíûé
òîð ïîðÿäêà N =

∏k
i=1 li , åñëè V = {(v1, v2, ..., vk) : 0 ≤ vi < li} , E = {(u, v) : ∃j òàêîå, ÷òî

äëÿ ∀(i 6= j)vi = ui è vj ≡ uj ± 1 (mod lj)} . Îáîçíà÷èì òàêîé òîð êàê T
(k)
l1,l2,...,lk

.
Îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîé òîïîëîãèè ñåòè ñâÿçåé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âûñîêîïðîèçâîäè-

òåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, êîòîðûé ïðèîáðåòàåò
îñîáóþ âàæíîñòü ïðè âûõîäå íà ðàçìåðû ñèñòåì 106 − 109 ïðîöåññîðîâ (óçëîâ).

Ñòðóêòóðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàôà, ïî êîòîðûì â ïåðâóþ î÷åðåäü ñðàâíèâàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå òîïîëîãèè ñèñòåì, ÿâëÿþòñÿ äèàìåòð è ñðåäíåå ðàññòîÿíèå (îöåíèâàþò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìàêñèìàëüíóþ è ñðåäíþþ ñòðóêòóðíûå çàäåðæêè â ñåòè, à òàêæå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîë-
ëåêòèâíûõ îáìåíîâ â ñèñòåìå). Äèàìåòðîì ãðàôà G = (V, E) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

D(G) = max
i,j∈V

d(i, j),
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ãäå d(i, j) � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j . Ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì (ñðåä-
íèì äèàìåòðîì) ãðàôà ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ dav = 1

N(N−1)

∑
i,j∈V,i6=j d(i, j) .

Åù¼ îäíèì òèïè÷íûì ïîêàçàòåëåì äëÿ îöåíêè è ñðàâíåíèÿ òîïîëîãèé ïàðàëëåëüíûõ àð-
õèòåêòóð (êëàñòåðíûõ ñèñòåì) ÿâëÿåòñÿ øèðèíà áèñåêöèè ãðàôà BW (bisection width) � ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð, êîòîðûå äîëæíû áûòü óäàëåíû, ÷òîáû ãðàô G = (V, E) ðàçäåëèëñÿ íà
äâå ðàâíûå ÷àñòè G1 è G2 òàêèå, ÷òî |V (G1)| = bN/2c è |V (G2)| = dN/2e , ãäå N = |V (G)| .
Øèðèíà ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ BBW (bisection bandwidth) îöåíèâàåò êîëè÷åñòâî äàííûõ, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ïåðåäàíû ìåæäó ýòèìè ÷àñòÿìè ãðàôà. Âòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàâèñèò îò
ïåðâîé, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ øèðèíû áèñåêöèè ãðàôà. Ïðî-
áëåìà íàõîæäåíèÿ øèðèíû áèñåêöèè ãðàôà ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, íî íèæíèå è âåðõíèå ãðàíè-
öû èçâåñòíû äëÿ áîëüøèíñòâà ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãèé ñåòåé ñâÿçè (ãðèäîâ, ãèïåðêóáîâ, òîðîâ).

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � îáçîð ïåðñïåêòèâíûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êëàñòåðíûõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóþùèõ òîðîèäàëüíûå è öèðêóëÿíòíûå òîïîëîãèè ðàçìåðíîñòåé
áîëüøèõ äâóõ, è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èõ ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

2. Ïåðñïåêòèâíûå êëàñòåðíûå ñèñòåìû áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñåðèè êëàñòåðíûõ ñèñòåì Swiss-Tx [8] è âûáîðå òîïîëîãèè ñåòè ñâÿ-
çè äëÿ íèõ ïðîâåä¼í [9] ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òð¼õ ïåðñïåêòèâíûõ êëàññîâ ñòðóêòóð: òîðîâ,
öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ è fat-äåðåâüåâ [10]. Ãèïåðêóáû, íåñìîòðÿ íà ìàëûé äèàìåòð è õîðîøèå
ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà, íå ðàññìàòðèâàëèñü âñëåäñòâèå ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ÷èñëà ñâÿçåé
â êàæäîé âåðøèíå ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, íèçêîé ìàñøòàáèðóåìî-
ñòè (ñóùåñòâîâàíèþ òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ðåäêèõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà ãðàôà). Êëàññû ñòðóêòóð
ñðàâíèâàëèñü ïî òð¼ì ïîêàçàòåëÿì: äèàìåòðó, ñðåäíåìó äèàìåòðó è øèðèíå áèñåêöèè (øè-
ðèíå ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ) ïðè îäèíàêîâûõ ïîðÿäêàõ è ñòåïåíÿõ ãðàôîâ. Äëÿ àíàëèçà âçÿòû
öèðêóëÿíòû âèäà C(N ; 1, s2, ..., sk) , ðàçìåðíîñòåé k = 2, 3, 4, 5 , èñõîäÿ èç èõ âîçìîæíîé ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà è ñðåäíåãî äèàìåòðà öèðêóëÿíòîâ èñïîëü-
çîâàëèñü àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû. Êðîìå òîãî, àíàëèç òîïîëîãèé ïðîâîäèëñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì crossbar switches, êàê ýòî èìååò ìåñòî â ðåàëüíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ. Ðåçóëüòàòû
àíàëèçà ïîêàçàëè, ÷òî èç ñðàâíèâàåìûõ ñòðóêòóð òîðû âñåãäà èìåþò ñàìûå ïëîõèå äèàìåòð,
ñðåäíèé äèàìåòð è øèðèíó áèñåêöèè. Íåäîñòàòîê fat-äåðåâüåâ ïðè õîðîøèõ äèàìåòðå è øè-
ðèíå áèñåêöèè � ïëîõàÿ íàðàùèâàåìîñòü, òîãäà êàê öèðêóëÿíòû ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì ÷èñ-
ëå âåðøèí è âñåãäà ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü íåñêîëüêî áîëüøèé äèàìåòð è ìåíüøóþ øèðèíó
áèñåêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ fat-äåðåâüÿìè óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ãðàôà. Òîïîëîãèÿ öèðêóëÿíòíî-
ãî ãðàôà ïîçâîëÿåò àäàïòèðîâàòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñèñòåìû ê ïîòðåáíîñòÿì ïîëüçîâàòåëÿ
è ïîëó÷èòü ïðè áîëåå íèçêîé ñòîèìîñòè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ýêâèâàëåíòíóþ èëè ëó÷øóþ,
÷åì ó fat-äåðåâüåâ. Áîëåå òîãî, òîïîëîãèÿ fat-äåðåâüåâ íå ìîæåò ïîëíîñòüþ èçâëå÷ü âûãîäó èç
óâåëè÷èâàþùåãîñÿ ðàçìåðà òåõíîëîãèè crossbar switches, ïîñêîëüêó ñòåïåíü fat-äåðåâà äîëæíà
ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîâèíå ðàçìåðà n×n-crossbar, è ÷èñëî ïðîöåññîðîâ äîëæíî áûòü ñòåïåíüþ
n/2 .

Ðåàëèçàöèÿ è ýêñïëóàòàöèÿ êëàñòåðíîé ñèñòåìû Swiss-T1 ñ öèðêóëÿíòíîé ñåòüþ ñâÿçè ïî-
êàçàëà ñåòåâûå õàðàêòåðèñòèêè äîñòàòî÷íî ìîùíûå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðèëîæåíèÿ, òðåáóþ-
ùèå âûñîêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è íèçêîé çàäåðæêè.

Ñóïåðêîìïüþòåðíûå ñèñòåìû Blue Gene/L, Blue Gene/P [11] ñ ÷èñëîì âû÷èñëèòåëüíûõ
óçëîâ äî 32768 èñïîëüçóþò òîïîëîãèþ òð¼õìåðíîãî òîðà â êà÷åñòâå èíòåðêîííåêòà ñ âûñî-
êèìè ïîêàçàòåëÿìè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîñòè è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ ïðîáëåì è ìàññîâî-ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ â ãåíåòèêå. Ñóïåðêîìïüþòåð
Blue Gene/Q èñïîëüçóåò óæå òîïîëîãèþ 5D-òîðà [12]. ßïîíñêàÿ ôèðìà Fujitsu ðåàëèçîâàëà
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K-computer [13] ñ îðèãèíàëüíîé òîïîëîãèåé íà îñíîâå 3D-òîðà, êàæäûé óçåë êîòîðîãî èåðàð-
õè÷åñêè âêëþ÷àåò ñòðóêòóðó èç 12 ïðîöåññîðîâ, ñ îáùèì ÷èñëîì äî 80000 óçëîâ.

Ñóïåðêîìïüþòåðû ÑÊÈÔ ðÿäà 4 [14] � îòå÷åñòâåííûå êëàñòåðíûå ñèñòåìû, èñïîëüçóþùèå
òîïîëîãèþ 3D-òîðà. Ñèñòåìíàÿ ñåòü ÑÊÈÔà ðåàëèçîâàíà â âèäå òð¼õìåðíîãî òîðà ñ ÷èñëîì
âåðøèí äî N = 6400 = 16×16×25 . Ïðåäóñìîòðåíî ðàñøèðåíèå êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ
óçëîâ â êàæäîé ñòîéêå ñ 256 äî 736. Â áóäóùåì ïëàíèðóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèñòåìíîé ñåòè èñ-
ïîëüçîâàíèå nD-òîðîâ áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé. Íà ïîâåñòêå äíÿ ñòîÿò ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ
ïåðñïåêòèâíîãî èíòåðêîííåêòà: ýôôåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ ñ ìàñøòàáèðóåìîñòüþ äî 106 − 109 ,
ýôôåêòèâíîé ìàðøðóòèçàöèåé, íèçêîé çàäåðæêîé, âûñîêèìè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ è òåì-
ïîì âûäà÷è ñîîáùåíèé.

×åòûð¼õìåðíûå öèðêóëÿíòíûå ãðàôû èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå áàçîâûõ ýëåìåíòîâ òîïîëî-
ãèè ïðè ïîñòðîåíèè ìóëüòèïðîöåññîðíîé êëàñòåðíîé ñèñòåìû [7].Òîïîëîãèÿ êëàñòåðíîé ñè-
ñòåìû, ïîñòðîåííîé â óíèâåðñèòåòå ã. Ìàíèëû, îñíîâàíà íà 16 êîïèÿõ öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà
âèäà C(16; 1, 4, 7, 8) . Â öåëîì ñèñòåìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåðèíñêèõ ïëàò ñ ÷åòûðüìÿ âõîäà-
ìè/âûõîäàìè èìååò 1024 ïðîöåññîðà. Òàêèì îáðàçîì, ýòî � ïðèìåð ðåàëèçîâàííîé êëàñòåðíîé
ñèñòåìû ñ öèðêóëÿíòíîé òîïîëîãèåé ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé òð¼õ. ×åòûð¼õìåðíûé öèðêóëÿíò
C(16; 1, 4, 7, 8) â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñòåïåíü âåðøèíû v = 7 , äèàìåòð D = 2 è çíà÷åíèå
øèðèíû áèñåêöèè BW = 16 .

3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì

Äèàìåòð k−ìåðíîãî, k ≥ 2 , òîðà ñ ÷èñëîì âåðøèí N =
∏k

i=1 li ðàâåí D =
∑k

i=1b
li
2
c [15].

Èçâåñòíî, ÷òî òîðû äàþò ìåíüøèé äèàìåòð è ëó÷øóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, åñëè ÷èñëî âåðøèí
â êàæäîì íàïðàâëåíèè îäèíàêîâî, òî åñòü li = l äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., k . Â ýòîì ñëó÷àå äèàìåòð
òîðà ðàâåí D = kbl/2c , à ñðåäíèé äèàìåòð � dav = b l2

4
ck/l . Òî÷íîå çíà÷åíèå øèðèíû áèñåêöèè

äëÿ k -ìåðíûõ òîðîâ îáùåãî âèäà T
(k)
l1,l2,...,lk

, êîòîðûå èìåþò li âåðøèí âäîëü ðàçìåðíîñòè i äëÿ
i = 1, 2, ..., k è ãäå l1 ≥ l2 ≥ ... ≥ lk , íàéäåíî íåäàâíî â [16]:

BW (T
(k)
l1,l2,...,lk

) = 2
∑α

i=1

∏k
j=i+1 lj,

ãäå α � íàèìåíüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî li � ÷¼òíîå ÷èñëî (α = k , åñëè òàêîãî èíäåêñà íåò).
Äëÿ ìíîãîìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ â [17] íàéäåíà ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà øè-

ðèíû áèñåêöèè: äëÿ ëþáîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñòåïåíè 2k ñ N âåðøèíàìè è ìíîæåñòâîì
îáðàçóþùèõ S = {s1, s2, ..., sk} , ãäå 1 ≤ s1 < s2 < ... < sk < N/2 ,

BW ≤ 2
∑k

i=1 si.

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü ýòîé îöåíêè îò ñóììû çíà÷åíèé îáðàçóþùèõ, ìîæíî å¼ îïðåäåëèòü
êàê BW ≤ 2 minT∼S

∑k
i=1 ti, ãäå ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè

îáðàçóþùèõ T = {t1, t2, ..., tk} è S .
Â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíîé òîïîëîãèè äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñ òð¼õìåðíîé ñåòüþ ñâÿçè

è ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ N > 4 × 103 ìîãóò áûòü ðåêîìåíäîâàíû îïòèìàëüíûå öèðêóëÿíòíûå
ñåòè ðàçìåðíîñòè òðè ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí äëÿ ëþáîãî äèàìåòðà D ≥ 1 , îïèñûâà-
åìûå àíàëèòè÷åñêè [18]:
{C(N(p); 1, s2(p), s3(p))|p = 2bD/3c},
ãäå N = 4p3 + 4p2 + 3p + 1 , s2 = 2p2 + p, s3 = 2p2 + 3p + 2 , åñëè D ≡ 0 (mod 3) ;
N = 4p3 + 12p2 + 15p + 7 , s2 = 2p2 + 3p + 2, s3 = 2p2 + 5p + 4 , åñëè D ≡ 1 (mod 3) ;
N = 4p3 + 20p2 + 35p + 21 , s2 = 2p2 + 5p + 4, s3 = 2p2 + 7p + 6 , åñëè D ≡ 2 (mod 3) .
Äëÿ íèõ òàêæå èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå áåñòàáëè÷íûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè, îáåñïå÷èâà-
þùèå ìèíèìóìû âðåìåíè âûïîëíåíèÿ è íàãðóçêè ñîîáùåíèé â ñåòè è äîïóñêàþùèå ïðîñòûå
ìîäèôèêàöèè, ó÷èòûâàþùèå îòêàçû ïðîöåññîðîâ è ëèíèé ñâÿçè [18].
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì (èëè áëèçêèì ê íåìó) ïîðÿä-
êîì äëÿ çàäàííûõ ðàçìåðíîñòè è äèàìåòðà, âçÿòûå â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè ìóëüòèïðîöåññîð-
íûõ ñèñòåì, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïëîòíûìè ãðàôàìè è, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âûñîêèå îòêà-
çîóñòîé÷èâîñòü, ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü è òåìï âûäà÷è ñîîáùåíèé, ìèíèìàëüíóþ çàäåðæêó
è ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíîñòü è íàä¼æíîñòü [1, 3]. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå
òð¼õìåðíûõ è ÷åòûð¼õìåðíûõ òîðîèäàëüíûõ ñòðóêòóð ñ ñåìåéñòâàìè îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿí-
òîâ.

Äëÿ òð¼õìåðíûõ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé âåðõíÿÿ ãðàíèöà øèðèíû áèñåêöèè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêè èç ïðèâåä¼ííîé âûøå âåðõíåé îöåíêè BW (êàê ôóíêöèÿ
îò D > 1 , p = 2bD/3c):

BW ≤


8p2 + 8p + 6 ïðè D ≡ 0 (mod 3),

8p2 + 16p + 14 ïðè D ≡ 1 (mod 3),
8p2 + 24p + 22 ïðè D ≡ 2 (mod 3).

Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû
áèñåêöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ. Ïðîãðàììà ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ìè-
íèìóìà øèðèíû áèñåêöèè íà äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîé âûáîðêå (106 èñïûòàíèé ïðè ÷èñ-
ëå âåðøèí N =21, 55, 117) íå íàøëà ìåíüøèõ çíà÷åíèé, ÷åì ïðåäñòàâëåííûå âûøå. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åííûå âûøå àíàëèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ øèðèíû áèñåêöèè ÿâëÿþòñÿ ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ å¼ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

Â òàáë. 1 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òîïîëîãèé öèðêóëÿíòîâ è 3D-òîðîâ ïî ñëåäóþùèì ïîêàçà-
òåëÿì: äèàìåòðó (D ), ñðåäíåìó äèàìåòðó (dav ) è øèðèíå áèñåêöèè (BW ). Ïîðÿäêè öèðêóëÿí-
òîâ â òàáë. 1 (à òàêæå â òàáë. 2) ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå áëèçêèìè ê ÷èñëó âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùèõ
òîðîâ. Çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî äèàìåòðà öèðêóëÿíòîâ îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû àíàëèçà
ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ò à á ë è ö à 1. Ñðàâíåíèå òîïîëîãèé 3D-òîðîâ è öèðêóëÿíòîâ ðàçìåðíîñòè òðè
3D-torus N(torus) D dav BW s2, s3 N(circ) D dav BW

16× 16× 16 4096 24 12 512 210, 232 4431 15 11.27 886
16× 16× 25 6400 28 14,25 544 254, 276 6371 17 12.73 1062
24× 24× 24 13824 36 18 1152 436, 466 13545 22 16.39 1806
32× 32× 32 32768 48 24 2048 820, 862 33661 30 22.22 3366
48× 48× 48 110592 72 36 4608 1830, 1892 111691 45 33.17 7446
64× 64× 64 262144 96 48 8192 3240, 3322 262521 60 44.11 13126
96× 96× 96 884736 144 72 18432 7382, 7504 908107 91 66.71 29774

128× 128× 128 2097152 192 96 32768 12880, 13042 2073841 120 87.86 51846
136× 136× 136 2515456 204 102 36992 14878, 15052 2574067 129 94.42 59862

Äëÿ ÷åòûð¼õìåðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåì â êà÷åñòâå òîïîëîãèè ìîãóò áûòü ðåêîìåíäîâàíû
(êàê óâåëè÷èâàþùèå øèðèíó áèñåêöèè è óëó÷øàþùèå ñîîòíîøåíèå N/D ) ñåìåéñòâà öèð-
êóëÿíòîâ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå ñ íàèëó÷øèì èçâåñòíûì â ëèòåðàòóðå ñîîòíîøåíèåì N/D ,
D ≥ 2 , ñëåäóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ [19]:
{C(N(p); 1, s2(p), s3(p), s4(p))|p = D/2 ≥ 1},
ãäå N = 8p4 +8p3 +10p2 +4p+1 , s2 = 2p+1, s3 = 4p3 +2p2 +2p, s4 = 4p3 +6p2 +6p+2
ïðè ÷¼òíîì D ; s2 = 2p, s3 = 4p3 + 3p, s4 = 4p3 + 4p2 + 3p + 1 ïðè íå÷¼òíîì D .

Â òàáë. 2 äàíû çíà÷åíèÿ òð¼õ îñíîâíûõ ñòðóêòóðíûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ÷åòûð¼õìåðíûõ òî-
ðîâ è öèðêóëÿíòîâ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Çíà÷åíèÿ øèðèíû áèñåêöèè äëÿ öèðêóëÿíòîâ âû÷èñ-
ëÿëèñü êàê óäâîåííàÿ ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçóþùèõ.
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Ò à á ë è ö à 2. Ñðàâíåíèå òîïîëîãèé 4D-òîðîâ è öèðêóëÿíòîâ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå

4D-torus N(torus) D dav BW s2, s3, s4 N(circ) D dav BW

8× 8× 8× 8 4096 16 8 1024 9, 378, 460 4231 9 7.2 1696
12× 12× 12× 12 20736 24 12 3456 15, 1484, 1710 22471 14 11.06 6420
16× 16× 16× 16 65536 32 16 8192 19, 3096, 3458 59167 18 14.14 13148
20× 20× 20× 20 160000 40 20 16000 23, 6118, 6648 153437 23 17.98 25580
24× 24× 24× 24 331776 48 24 27648 29, 11396, 12238 331297 28 21.82 47328
32× 32× 32× 32 1048576 64 32 65536 39, 28196, 29718 1101127 38 29.5 115908
40× 40× 40× 40 2560000 80 40 128000 47, 51982, 54192 2549281 47 36.40 212444

Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äèàìåòðà D è øèðèíû áèñåêöèè BW
îò ÷èñëà âåðøèí N äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ öèðêóëÿíòîâ è òîðîâ.

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äèàìåòðà D è øèðèíû áèñåêöèè BW

îò ÷èñëà âåðøèí N äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ öèðêóëÿíòîâ è òîðîâ

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîïîëîãèè êëàñòåðíîé ñèñòåìû èç [7] íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå N/D ïðè
äèàìåòðå D = 2 è ðàçìåðíîñòè k = 4 èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí
N = 35 è îáðàçóþùèìè S = {1, 6, 7, 10} [19]. Îáðàçóþùèå S = {1, 2, 7, 12} äëÿ ïîðÿäêà
N = 16 äàþò âîçìîæíîñòü íàðàùèâàòü ÷èñëî âåðøèí áàçîâîãî ãðàôà îò 16 äî 29 öåíîé ìè-
íèìàëüíîé ïåðåñòðîéêè ñòðóêòóðû, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì äèàìåòð äâà è çíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ.
×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû áèñåêöèè äàëè òàêæå
óëó÷øåíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ äî BW = 28 äëÿ ãðàôà C(16; 1, 2, 4, 7) , êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí
ãðàôó C(16; 1, 2, 7, 12) .

4. Çàêëþ÷åíèå

Óëó÷øåíèå ðàññìîòðåííûõ ñòðóêòóðíûõ ïîêàçàòåëåé ó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé óêàçàííûõ ðàç-
ìåðíîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ òîðàìè (áîëåå ÷åì â 1.5 ðàçà äëÿ äèàìåòðà è øèðèíû áèñåêöèè
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è íà 10% äëÿ ñðåäíåãî äèàìåòðà) ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü çàäåðæêè ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè,
ñîêðàòèòü âðåìÿ èñïîëíåíèÿ çàäàíèé, óâåëè÷èòü ïîêàçàòåëè íàä¼æíîñòè è æèâó÷åñòè ñèñòå-
ìû, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ñîèçìåðèìûõ çàòðàòàõ íà ÷èñëî óçëîâ è ÷èñëî ñâÿçåé ïîëó÷èòü
á�îëüøóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è ýêîíîìè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü.
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Some characteristics of circulant and toroidal structures of computer systems

Monakhova E.A., Monakhov O.G.

The paper presents a brief overview of promising high-performance network topologies
of parallel systems. For toroidal structures and circulant networks with dimension larger
than two, a comparative analysis of their structural characteristics is given. The advantage
of circulant networks for structural characteristics such as diameter, average diameter
and bisection width, with comparable costs to the number of nodes and the number
of connections is demonstrated.

Keywords: parallel cluster systems, toroidal structures, circulant networks, diameter,
average diameter, bisection width.


