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ÓÄÊ 519.163, 519.72

Áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ
äëÿ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èíôîðìàöèè

Þ. C. Ìåäâåäåâà

Ïðåäëàãàåòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè
èíôîðìàöèè, òàêèõ êàê:
1) êîäèðîâàíèå äâîè÷íûõ ñëîâ çàäàííîé äëèíû ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö è ÷àñò-

íûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñëîâå ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåé;
2) êîäèðîâàíèå ñëîâ ñ îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ îäèíàêîâûõ ñèìâî-

ëîâ. Ýòà çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèå â ìàãíèòíîé çàïèñè è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòÿõ;
3) êîäèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ãðàññìàíèàíà è êîäèðîâàíèå ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà.
Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà áûñòðîé íóìåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåê-

òîâ, ïðåäëîæåííîãî Á. Ðÿáêî. Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì èìååò ìåíüøóþ âû÷èñëèòåëü-
íóþ ñëîæíîñòü, ÷åì äðóãèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîäèðîâàíèå, íóìåðàöèîííîå êîäèðîâàíèå, òåîðèÿ èíôîðìàöèè.

1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè èíôîðìàöèè åñòü íåñêîëüêî çàäà÷ ñîçäàíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ è äå-
êîäèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ îñîáûõ ìíîæåñòâ ñëîâ.

Ïåðâàÿ èç òàêèõ çàäà÷ � çàäà÷à ñîçäàíèÿ áûñòðîãî íóìåðàöèîííîãî êîäà äëÿ äâîè÷íûõ
ñëîâ çàäàííîé äëèíû ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ çàäàííîé äëèíû, èìåþùèõ çàäàí-
íîå êîëè÷åñòâî åäèíèö. Àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïî äàííîìó ñëî-
âó èç ìíîæåñòâà S íàõîäèòü åãî êîäîâîå ñëîâî èëè íîìåð, ò. å. öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà
[0, |S| − 1] . Àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïî êîäîâîìó ñëîâó, ò. å. öå-
ëîìó ÷èñëó èç ïðîìåæóòêà [0, |S| − 1] , íàõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñëîâî èç ìíîæåñòâà S .
Îñîáûé èíòåðåñ èìååò ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâíî ïîëîâèíå
äëèíû ñëîâà [7], [16].

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ïðèâëåêàþùàÿ âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé � çàäà÷à ñîçäàíèÿ
áûñòðûõ íóìåðàöèîííûõ êîäîâ äëÿ ñëîâ ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäó-
ùèõ îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ (dklr -ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíîå ïðèëîæåíèå
â ìàãíèòíîé è îïòè÷åñêîé çàïèñè, òàêæå êàê â îïòè÷åñêîé ïåðåäà÷å äàííûõ, è áûëà ðàññìîò-
ðåíà âî ìíîæåñòâå ðàáîò, òàêèõ êàê [15], [1], [3], [10] è äð.

Òðåòüÿ çàäà÷à � áûñòðûå íóìåðàöèîííûå êîäû äëÿ ýëåìåíòîâ ãðàññìàíèàíà. Ýòà çàäà÷à
èìååò ïðèëîæåíèå â ñåòåâîì êîäèðîâàíèè [5], [14], [8], [12], [13].

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì áûñòðûé íóìåðàöèîííûé êîä äëÿ ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà. Êîäèðóå-
ìîå ìíîæåñòâî ñëîâ â ýòîì ñëó÷àå � ýòî ìíîæåñòâî ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
äëèíû 2n îòêðûâàþùèõ è çàêðûâàþùèõ ñêîáîê k òèïîâ. Íåîáõîäèìîñòü áûñòðîé íóìåðàöèè
è äåíóìåðàöèè ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà âîçíèêàåò ïðè ðàáîòå òðàíñëÿòîðîâ ÿçûêîâ âûñîêîãî óðîâ-
íÿ, äëÿ ñæàòèÿ ïðàâèëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñêîáîê è ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè ïðàâèëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñêîáîê [21], [17], [18].
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Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà èç ðàáîòû [22] äëÿ áûñòðûõ àëãîðèò-
ìîâ íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè è ïðåäëàãàåòñÿ îñíîâûâàþùèéñÿ íà äàííîì ìåòîäå àëãîðèòì
äëÿ íàçâàííûõ çàäà÷. Àëãîðèòì ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ íà ïðèìåðå êîäèðîâàíèÿ ñëîâ ÿçûêîâ
Äèêà, òàêæå êðàòêî îïèñàíî ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ê êîäèðîâàíèþ äâîè÷íûõ ñëîâ, êî-
ëè÷åñòâî åäèíèö â êîòîðûõ ðàâíî ïîëîâèíå äëèíû ñëîâà. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå
ñ êîäèðîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ îäèíà-
êîâûõ ñèìâîëîâ, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå àâòîðà [20]. Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì
ýëåìåíòîâ ãðàññìàíèàíà, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [19].

2. Áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèè íà ïðèìåðå ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà
íàä àëôàâèòîì {0, 1}

Ñëîâàìè ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç 2m áóêâ, ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðàâèëüíî âëîæåííûõ ñêîáîê m òèïîâ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âñå ñëîâà äëèíû
n = 4 ÿçûêà Äèêà íàä øåñòüþ áóêâàìè, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 4 ïðàâèëüíî âëîæåí-
íûõ ñêîáîê òð¼õ òèïîâ. Âñåãî òàêèõ ñëîâ 18 , ñì. òàáë. 1. Ñîïîñòàâèì èì íîìåðà, çàïèñàííûå
â äâîè÷íîì âèäå, äëèíû dlog2 18e = 5 . Â ïåðâûé ñòîëáåö çàïèøåì âñå òàêèå ñëîâà, à âî âòîðîé
� èõ íîìåðà â äâîè÷íîì âèäå.

Ò à á ë è ö à 1.

Ñëîâî Íîìåð Ñëîâî Íîìåð

( ( ) ) 00000 [ ] [ ] 01001

( ) ( ) 00001 [ { } ] 01010

( [ ] ) 00010 [ ] { } 01011

( ) [ ] 00011 { ( ) } 01100

( { } ) 00100 { } ( ) 01101

( ) { } 00101 { [ ] } 01110

[ ( ) ] 00110 { } [ ] 01111

[ ] ( ) 00111 { { } } 10000

[ [ ] ] 01000 { } { } 10001

Àëãîðèòì íóìåðàöèè ñòàâèò ñëîâó, ïðèíàäëåæàùåìó ÿçûêó Äèêà íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç 2m áóêâ äëèíû n , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö, ò. å. åãî íîìåð. Íàïðèìåð,
äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì 6 äëèíû 4 , ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå, óêàçàí-
íîì â òàáëèöå, ïî äàííîìó ñëîâó ( ) { } àëãîðèòì äîëæåí íàõîäèòü åãî íîìåð 00101 .

Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè íà ïðèìåðå
ìíîæåñòâà ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì {0, 1} .

Àëãîðèòì íóìåðàöèè ñëîâ äëèíû n ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì 2m , îñíîâàííûé íà ìå-
òîäå Êîâåðà [2], èìååò ñëîæíîñòü O(n2) áèòîâûõ îïåðàöèé íà îäíî íóìåðóåìîå ñëîâî, èëè
O(n) áèòîâûõ îïåðàöèé íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëîâà.

Ìåòîä íóìåðàöèè ñëîâ äëèíû n ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì 2m , ïðåäëàãàåìûé â äàííîé
ðàáîòå è îñíîâàííûé íà ïîäõîäå èç ðàáîòû [22], èìååò ñëîæíîñòü O(log n/n M(n log n)) áè-
òîâûõ îïåðàöèé íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëîâà, ãäå M(n log n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ èëè
äåëåíèÿ ñëîâ äëèíû n log n . Åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà [11], ñëîæíîñòü
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êîòîðîãî n log n log log n ïðè óìíîæåíèè èëè äåëåíèè ñëîâ äëèíû n , òî ñëîæíîñòü ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ìåòîäà O(log3 n log log n) íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëîâà. Åñëè èñïîëüçîâàòü
ìåòîä Ôþðåðà [4], ñëîæíîñòü êîòîðîãî n log n2O(log∗ n) ïðè óìíîæåíèè èëè äåëåíèè ñëîâ äëè-
íû n , òî ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà O(log3 n2O(log∗ n)) íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî
ñëîâà.

Îáîçíà÷èì D2m
n ìíîæåñòâî ñëîâ ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç 2m áóêâ äëèíû

n .
Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèè, ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ñòàòüå,

äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ÿçûêà Äèêà äëèíû n íàä àëôàâèòîì {0, 1} , ò. å. ñëîâ ìíîæåñòâà D2
n .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåì èñêàòü íîìåð ñëîâà w = 01010011 ∈ D2
8 .

Îïèñàíèå áóäåò óäîáíî íà÷àòü ñ îïèñàíèÿ íàõîæäåíèÿ íîìåðà ñëîâà w ñðåäè ìíîæåñòâà
S , ãäå S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç codeS(w)
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êîâåðà èç [2] .

Ñîãëàñíî [2], íîìåð ñëîâà w = x1 . . . xn èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ S äëèíû n , óïîðÿ-
äî÷åííîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

codeS(w) =
n∑

i=1

∑
χ<xi

NS(x1x2 . . . xi−1χ), (1)

ãäå NS(x1x2 . . . xi−1χ) � êîëè÷åñòâî ñëîâ ìíîæåñòâà S , íà÷èíàþùèõñÿ ñ x1x2 . . . xi−1χ .
Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà D2

n , íóæíî
îïåðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ ND2

n
(x1 . . . xi) , 0 < i ≤ n .

Íàéäåì, ÷åìó ðàâíî ND2
8
(01) , ò. å. ñêîëüêî ñëîâ ìíîæåñòâà D2

8 íà÷èíàþòñÿ íà 01 . Ñëîâà-
ìè ìíîæåñòâà D2

8 , íà÷èíàþùèìèñÿ íà 01 , áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñëîâà, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûð¼õ íóëåé
è ÷åòûð¼õ åäèíèö, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà 01 , êðîìå òåõ, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëü-
íûì ðàññòàíîâêàì ñêîáîê. Êîëè÷åñòâî âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ÷åòûð¼õ íóëåé è ÷åòûð¼õ åäè-
íèö, íà÷èíàþùèõñÿ íà 01 , ëåãêî íàéòè: îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ
íóëåé è òð¼õ åäèíèö, ò. å. C3

6 = 20 .
Ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 01 , ñîñòîÿùèå èç ÷åòûð¼õ íóëåé è ÷åòûð¼õ åäèíèö è íå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðàâèëüíûì ðàññòàíîâêàì ñêîáîê, ýòî òàêèå ñëîâà èç ÷åòûð¼õ íóëåé è ÷åòûð¼õ
åäèíèö, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå j , 2 < j ≤ 8 , ÷òî êîëè÷åñòâî åäèíèö â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x1x2 . . . xj ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî íóëåé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñóùåñòâóåò
âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òàêèõ ñëîâ è âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ íóëåé è ïÿòè åäè-
íèö è íà÷èíàþùèõñÿ íà 01 . Ýòî îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ñëîâà,
íå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê, åñòü òàêèå j , 2 < j ≤ 8 , ÷òî êîëè÷åñòâî
åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2 . . . xj ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî íóëåé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëîâà ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíîå ñðåäè âñåõ j . Ìîæíî âèäåòü,
÷òî äëÿ òàêîãî j êîëè÷åñòâî åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2 . . . xj ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî
íóëåé íà îäèí ñèìâîë. Çàìåíèì òåïåðü â ñëîâå âñå ñèìâîëû ïîñëå j -ãî íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûå. Ïîëó÷àåì ñëîâî èç òð¼õ íóëåé è ïÿòè åäèíèö, íà÷èíàþùååñÿ íà 01 . Ò. ê. ýòî îòîáðàæå-
íèå âçàèìîîäíîçíà÷íîå, êîëè÷åñòâî ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà 01 , ñîñòîÿùèõ èç ÷åòûð¼õ íóëåé
è ÷åòûð¼õ åäèíèö è íå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ðàññòàíîâêàì ñêîáîê, ðàâíî êîëè÷åñòâó
âñåõ ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà 01 è ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ íóëåé è ïÿòè åäèíèö. Òàêèõ ñëîâ ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ íóëåé è ÷åòûð¼õ åäèíèö, ò. å. C2

6 = 15 . Òàêèì îáðàçîì,
ND2

8
(01) = C3

6 − C2
6 = 5 .

Â îáùåì âèäå, Cn/2−z
n−i − C

n/2−z−1
n−i = (n − i)!/((n/2 − z)!(n/2 − i + z)!) − (n − i)!/

/((n/2 − z − 1)! (n/2 − i + z + 1)!) = (n − i)!(2z − i + 1)/((n/2 − z)! (n/2 − i + z + 1)!),
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ò. å.

ND2
n
(x1x2 . . . xi) =

(n − i)!(2z − i + 1)

(n/2 − z)! (n/2 − i + z + 1)!
, (2)

ãäå z � êîëè÷åñòâî íóëåé â x1x2 . . . xi , ïðè òîì, ÷òî x1x2 . . . xi ìîæåò áûòü íà÷àëîì ñëî-
âà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê äëèíû n . Åñëè x1x2 . . . xi íå ìîæåò
áûòü íà÷àëîì ñëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê äëèíû n , òî î÷åâèäíî
ND2

n
(x1 . . . xi) = 0 .
Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Êîâåðà èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà, â êîòîðîé õðàíÿò-

ñÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ NS(x1x2 . . . xi−1χ) èëè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ∑
χ < xiNS(x1x2 . . . xi−1χ) , 0 < i ≤ n . Ýòà òàáëèöà ñòðîèòñÿ îäèí ðàç è çàòåì èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïîèñêîâ íîìåðà ñëîâ ìíîæåñòâà S .
Â ñëó÷àå ìíîæåñòâà D2

n äîñòàòî÷íî òàáëèöû, â êîòîðîé êàæäîé ïàðå i , 0 < i ≤ n ,
è z , 0 ≤ z ≤ i ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ND2

n
(x1 . . . xi) = (n−i)!(2z−i+1)

(n/2−z)! (n/2−i+z+1)!
(2). Ðàçìåð òà-

êîé òàáëèöû ðàâåí O(n3) .
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîìåðà ñëîâà w ∈ D2

n ñîãëàñíî (1) äëÿ êàæäîãî i , 0 < i ≤ n , òàêîãî, ÷òî
xi = 1 , íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå z , ðàâíîå êîëè÷åñòâó íóëåé â ñëîâå x1 . . . xi−10 , çàòåì íàõîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå i è z çíà÷åíèå ND2

n
(x1 . . . xi) , çàòåì ñêëàäûâàþòñÿ

âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ND2
n
(x1 . . . xi) .

Â äàííîì ïðèìåðå:

codeD2
8
(01010011) = ND2

8
(00) + ND2

8
(0100) + ND2

8
(0101000)+

+ND2
8
(01010010) = 9 + 3 + 0 + 0 = 12.

(3)

Çíà÷åíèÿ ND2
8
(00) , ND2

8
(0100) ïðè ýòîì áåðóòñÿ èç çàðàíåå ïîñòðîåííîé òàáëèöû. Ïðè çíà÷å-

íèÿõ i , ðàâíûõ 2, 4, 6, 8 , âûïîëíÿåòñÿ xi = 1 . Ïðè i = 2 ñëîâî xi−10 ðàâíî 00 , ñëåäîâàòåëü-
íî, z = 2 , ïîýòîìó èç òàáëèöû áåð¼òñÿ çíà÷åíèå ND2

8
(00) , ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå i = 2 z = 2)

è ðàâíîå (6! 3)/(2! 5!) = 9 . Ïðè i = 4 ñëîâî x1 . . . xi−10 ðàâíî 0100 , ñëåäîâàòåëüíî, z = 3 ,
ïîýòîìó ïî òàáëèöå íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå ND2

8
(0100) , ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå i = 4, z = 3)

è ðàâíîå (4! 3)/(1! 4!) = 3 . Çíà÷åíèÿ æå ND2
8
(0101000) è ND2

8
(01010010) ðàâíû íóëþ, ò. ê. íå

ñóùåñòâóåò ñëîâ ìíîæåñòâà D2
8 , íà÷èíàþùèõñÿ íà 0101000 èëè 01010010 .

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü ìàêñèìóì n îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ ñëîâ äëèí îò 1 äî n . Ò. î., åñëè èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ òàáëèöó, òî ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ íîìåðà ñëîâà ïî ìåòîäó Êîâåðà ðàâíî O(n2) èëè O(n) íà îäèí ñèìâîë íóìåðóå-
ìîãî ñëîâà.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ íóìåðàöèè ñëîâà w = x1 . . . xn çàäàííîãî ìíîæåñòâà S ñëîâ
äëèíû n ïðåäëàãàåìûì áûñòðûì àëãîðèòìîì íóìåðàöèè, çàòåì ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ
ýòîò àëãîðèòì äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà D2

n .
Îïðåäåëèì âåëè÷èíû P (xi|x1 . . . xi−1) , q(xi|x1 . . . xi−1) ïðè 0 < i ≤ n

P (x1) =
NS(x1)

|S|
, P (xi|x1x2 . . . xi−1) =

NS(x1x2 . . . xi)

NS(x1x2 . . . xi−1)
,

q(x1) =
∑
χ<x1

P (χ), q(xi|x1 . . . xi−1) =
∑
χ<xi

P (χ|x1 . . . xi−1).
(4)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïî (1)

codeS(x1 . . . xn) = |S|(q(x1) + q(x2|x1)P (x1) + q(x3|x1x2)P (x2|x1)P (x1) + . . . ). (5)
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Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññòàíîâêå ñêîáîê â ýòîì âûðàæåíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè
âû÷èñëåíèè íîìåðà áîëüøèíñòâî îïåðàöèé ïðîèçâîäèòñÿ íàä êîðîòêèìè ÷èñëàìè. Òàêîé ðàñ-
ñòàíîâêîé ñêîáîê áóäåò ÿâëÿòüñÿ

codeS(x1 . . . xn) = |S|((q(x1) + q(x2|x1)P (x1)) + ((q(x3|x1x2)+

+q(x4|x1 . . . x3)P (x3|x1x2))P (x2|x1)P (x1)) + . . . ).
(6)

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû ρa
b , λa

b ïðè 0 ≤ a ≤ log n , 1 ≤ b ≤ n/2a ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0
b = P (xb|x1 . . . xb−1), λ0

b = q(xb|x1 . . . xb−1),

ρa
b = ρa−1

2b−1ρ
a−1
2b , λa

b = λa−1
2b−1 + ρa−1

2b−1λ
a−1
2b .

(7)

Òîãäà λlog(n) = ((q(x1) + q(x2|x1)P (x1)) + ((q(x3|x1x2) + q(x4|x1 . . . x3)P (x3|x1x2))·
·P (x2|x1)P (x1)) + . . . ).

Îòñþäà è (6):

codeS(x1x2 . . . xn) = λlog n
1 |S|. (8)

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ P (xi|x1 . . . xi−1) ,
q(xi|x1 . . . xi−1) ïðè 0 < i ≤ n , îïðåäåë¼ííûå â (4), çàòåì íàõîäèòñÿ λlog n

1 ïîñëåäîâàòåëüíûì
âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ρa

b , λa
b ïðè 0 ≤ a ≤ log n , 1 ≤ b ≤ n/2a ôîðìóëàì (7), çàòåì íàõî-

äèòñÿ èñêîìûé íîìåð codeS(w) ïî ôîðìóëå (8), ïðè ýòîì çíà÷åíèå |S| íàõîäèòñÿ äî íà÷àëà
íóìåðàöèè è èñïîëüçóåòñÿ çàòåì ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ íóìåðàöèÿõ.

Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíèòü áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèè äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà
D2

n .
Äî íà÷àëà íóìåðàöèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü D2

n . Ìîùíîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà
ðàâíà n/2-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà [23],

|D2
n| = Cn = Cn/2

n − Cn/2−1
n . (9)

Â íàøåì ïðèìåðå |D2
8| = C4

8 − C3
8 = 14 .

Ìîæíî âèäåòü èç (2) è îïðåäåëåíèÿ (4), ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà D2
n çíà÷åíèÿ P (xi|x1 . . . xi−1)

(0 < i ≤ n) íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (xi|x1x2 . . . xi−1) =
(n − i)!(2z − i + 1)

(n/2 − z)! (n/2 − i + z + 1)!
:

:
(n − i + 1)!(2z − i)

(n/2 − z + 1)! (n/2 − i + z + 1)!
=

(2z − i + 1)(n/2 − z + 1)

(2z − i)(n − i + 1)

(10)

ïðè xi = 0 ,

P (xi|x1x2 . . . xi−1) =
(n − i)!(2z − i + 1)

(n/2 − z)! (n/2 − i + z + 1)!
:

:
(n − i + 1)!(2z − i + 2)

(n/2 − z)! (n/2 − i + z + 2)!
=

(2z − i + 1)(n/2 − i + z + 2)

(n − i + 1)(2z − i + 2)

(11)

ïðè xi = 1 .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàøåãî ïðèìåðà íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (10) è (11) çíà÷åíèÿ
P (x1) = ρ0

1 , P (x2|x1) = ρ0
2 , . . . , P (x8|x1x2 . . . x7) = ρ0

8 , q(x1) = λ0
1 , q(x2) = λ0

2 , . . . , q(x8) = λ0
8 ,

P (x1) = 1, P (x2|x1) = P (1|0) =
5

14
,

P (x3|x1x2) = P (0|01) =
6

6
, P (x4|x1x2x3) = P (1|010) =

4

10
,

P (x5|x1 . . . x4) = P (0|0101) =
4

4
, P (x6|x1 . . . x5) = P (0|01010) =

3

6
,

P (x7|x1 . . . x6) = P (1|010100) =
6

6
, P (x8|x1 . . . x7) = P (1|0101001) =

2

2
,

q(x1) = q(0) = 0, q(x2|x1) = q(1|0) =
9

14
,

q(x3|x1x2) = q(0|01) = 0, q(x4|x1x2x3) = q(1|010) =
6

10
,

q(x5|x1 . . . x4) = q(0|0101) = 0, q(x6|x1 . . . x5) = q(0|01010) = 0,

q(x7|x1 . . . x6) = q(1|010100) = 0, q(x8|x1 . . . x7) = q(1|0101001) = 0.

(12)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïî (7)

ρ0
1 = 1, ρ0

2 =
5

14
, ρ0

3 = 1, ρ0
4 =

2

5
, ρ0

5 = 1, ρ0
6 =

1

2
, ρ0

7 = 1, ρ0
8 = 1,

λ0
1 = 0, λ0

2 =
9

14
, λ0

3 = 0, λ0
4 =

3

5
, λ0

5 = 0, λ0
6 = 0, λ0

7 = 0, λ0
8 = 0.

(13)

Çàòåì ïî (7) âû÷èñëÿåì

ρ1
1 =

5

14
, ρ1

2 =
2

5
, ρ1

3 =
1

2
, ρ1

4 = 1, λ1
1 =

9

14
, λ0

2 =
3

5
, λ0

3 = 0, λ0
4 = 0,

ρ2
1 =

1

7
, ρ1

2 =
1

2
, λ2

1 =
6

7
, λ2

2 = 0, ρ3
1 =

1

14
, λ3

1 =
6

7
.

(14)

Ïî (8) codeD2
8
(01010011) = λ3

1 · |D2
8| = 6

7
·14 = 12. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè codeD2

8
(w) ,

íîìåð ñëîâà 01010011 ∈ D2
8 .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ àëãîðèòìà íóìåðàöèè ñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S , ìû
îïðåäåëèì íåñêîëüêî âåëè÷èí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qmax ìàêñèìàëüíûé çíàìåíàòåëü äðîáåé NS(x1x2 . . . xi)/NS(x1x2 . . . xi−1) ,
x1 . . . xn ∈ S , i = 1, . . . , n .

Èç (7) ïîëó÷àåì, ÷òî çíàìåíàòåëè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé λa
b è ρa

b íå ïðåâîñõîäÿò q2b

max ïðè
âñåõ b = 1, 2, . . . , n/2a è ñëåäîâàòåëüíî,

ρb
a ≥ 1/q2a

max. (15)

Ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà õàðàêòåðèçóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. 1) Cêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ (òî åñòü âðåìÿ êîäèðîâàíèÿ íà áóêâó, èçìåðÿåìîå
÷èñëîì îïåðàöèé íàä îäíîáèòîâûìè ñëîâàìè) ñëîâ ìíîæåñòâà S äëèíû n ðàâíà

O(log nM(n log qmax)/n), (16)

ãäå M(n) âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n .
Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,

äëÿ êîòîðîãî M(n) = O(n log n log log n) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà
O(log n log qmax log(n log qmax) log log(n log qmax)).
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Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = O(n log n2O(log∗ n)) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà
O(log n log(n log qmax)2

O(log∗(n log qmax))).
2) Îáú¼ì ïàìÿòè â áèòàõ, èñïîëüçóåìûé ïðè êîäèðîâàíèè ñëîâ ìíîæåñòâà S äëèíû n ,

íå ïðåâîñõîäèò
O((n log qmax) log n). (17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . 1) Èç îïðåäåëåíèÿ qmax è (4) ìû âèäèì, ÷òî äëÿ çàïèñè êàæäîé
äðîáè P (xi|x1 . . . xi−1) è q(xi|x1 . . . xi−1) , i = 1, . . . , n äîñòàòî÷íî 2 log qmax áèò, log qmax äëÿ
÷èñëèòåëÿ è ñòîëüêî æå äëÿ çíàìåíàòåëÿ. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå îäíîé âåëè÷èíû ρ1

b èëè λ1
b

â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) ïðè ëþáîì b = 1, . . . , n/2 ïîòðåáóåò îäíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷èñåë,
äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò log qmax áèò, à îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè âñåõ λ1

b , ρ1
b , b = 1, . . . , n/2 , ðàâíî 5n/2 . Ïðè âû÷èñëåíèè λ1

b èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå
ðàâåíñòâî a/b+c/d = (ad+bc)

bd
, òðåáóþùåå òðè óìíîæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäóò ïîëó÷åíû äðîáè,

ó êîòîðûõ äëÿ çàïèñè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2 log qmax áèò. Àíàëîãè÷íî,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ λ2

b , ρ2
b , b = 1, . . . , n/4 , òðåáóåòñÿ 5n/4 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íàä ÷èñëàìè

äëèíû 2 log qmax è òàê äàëåå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ λa
b , ρa

b , b = 1, . . . , n/2a , òðåáóåòñÿ 5n/2a îïåðà-
öèé íàä ÷èñëàìè äëèíû 2a−1 log qmax áèò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(a) âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ
äëèíû a . Ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé λa

b , ρa
b ïî ôîðìóëàì (7) òðåáóåò

5n

2
M(log qmax) +

5n

4
M(2 log qmax) + · · ·+

+
5n

2a
M(2a log qmax) + · · ·+

5M(n log qmax).

(18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M∗(n) âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë äëèíû n , äåë¼ííîå íà äëèíó ýòèõ
÷èñåë: M∗(n) = M(n)

n
.

Òîãäà âðåìÿ âû÷èñëåíèé λa
b , ρa

b ïî ôîðìóëàì (7) òðåáóåò

5n

2
log qmaxM

∗(log qmax) +
5n

4
2 log qmaxM(2 log qmax) + · · ·+

+
5n

2a
2a log qmaxM

∗(2a log qmax) + · · ·+

5n log qmaxM
∗(n log qmax).

(19)

Â ýòîé ñóììå log n ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 5n log qmaxM
∗(n log qmax) =

5M(n log qmax) , ñëåäîâàòåëüíî ñóììà åñòü O(log nM(n log qmax)) . Îòñþäà ÷èñëî îïåðàöèé
íà áóêâó ñëîâà O(log nM(n log qmax)/n) .

2) Îöåíèì íåîáõîäèìûé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ êîäèðîâàíèÿ îáúåì ïàìÿòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
âû÷èñëåíèè λa

b è ρa
b , a > 1 , b = 1, . . . , n/2a , èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî âåëè÷èíû λa−1

b è ρa−1
b ,

b = 1, . . . , n/2a−1 . Ïîýòîìó ïðè êîäèðîâàíèè äîñòàòî÷íî èìåòü ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ äâóõ
íàáîðîâ {λa

b , ρ
a
b} , b = 1, . . . , 2a , è {λa

b , ρ
a
b} , b = 1, . . . , 2a+1 , a = 1, . . . , log n− 1 . Äëèíà êàæäîé

äðîáè λa
b , ρa

b íå ïðåâîñõîäèò 2a+1 log qmax áèò. Îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
ut

Èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëîâ ìíîæåñòâà D2
n

qmax = n2. (20)

Îïèøåì ñâîéñòâà àëãîðèòìà íóìåðàöèè ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà èç îäíîãî âèäà ñêîáîê.
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Òåîðåìà 2. 1)Ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì ìîùíîñòè
2 , ò. å. âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ êîäèðîâàíèÿ îäíîé áóêâû, ðàâíà O(log nM(n log n)/n) áèòîâûõ
îïåðàöèé, ãäå M(n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n .

2)Îáú¼ì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì
ìîùíîñòè 2 ðàâåí O(n log n) áèò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,
äëÿ êîòîðîãî M(n) = O(n log n log log n) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n log log n).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = O(n log n2O(log∗ n)) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n2O(log∗ n)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è (20). ut

3. Áûñòðûé àëãîðèòì äåíóìåðàöèè íà ïðèìåðå ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà
íàä àëôàâèòîì {0, 1}

Àëãîðèòì äåíóìåðàöèè ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì {0, 1} , ò. å. ñëîâ ìíîæåñòâà D2
n ,

ïîçâîëÿåò íàéòè ïî äàííîìó íîìåðó ñëîâà codeD2
n
(w) ñëîâî w ∈ D2

n .
Íà÷í¼ì ñ îïèñàíèÿ îáùåãî àëãîðèòìà äåíóìåðàöèè ñëîâ äëèíû n ëþáîãî çàäàííîãî ìíî-

æåñòâà S , ò. å. ïîèñêó ñëîâà w = x1 . . . xn ∈ S ïî åãî íîìåðó codeS(w) .
Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè äëÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíêè

λa
b . Ïóñòü p/q � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå êàê ïàðà öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë p, q, p ≤ q , è ïóñòü t > 1 � öåëîå ÷èñëî. Ïîëîæèì l = blog qc . Ïóñòü (qlql−1 . . . q0)

è (plpl−1 . . . p0) � äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë q è p . Òîãäà îïðåäåëèì φ+
t

(
p
q

)
è φ−

t

(
p
q

)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ+
t

(
p

q

)
=

(
l∑

i=l−t

pi2
i + 2l−t

)
/

l∑
i=l−t

qi2
i, φ−

t

(
p

q

)
=

l∑
i=l−t

pi2
i/

(
l∑

i=l−t

qi2
i + 2l−t

)
. (21)

Åñëè l − t < 0 , äîìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîëó÷åííîé äðîáè íà 2−(l−t) .
Íàïðèìåð, φ+

3 (9/17) = 5/8 , φ−
3 (9/17) = 4/9 .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü p , q , t � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è 0 < p ≤ q è t ≥ 3 . Òîãäà

0 ≤ φ+
t (p/q) − p/q < 23−t, 0 ≤ p/q − φ−

t (p/q) < 23−t. (22)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 1/(1−x) < 1+2x ïðè x < 1/2 . Ýòî íåðàâåíñòâî
ñðàçó ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Îòñþäà îöåíêà ïåðâîãî
íåðàâåíñòâà â (22) ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

φ+
t

(
p

q

)
<

p + 2l−t

q − 2l−t
<

p

q

(
1 +

2l−t

p

)(
1 + 2 · 2l−t

q

)
=

=
p

q
+

2l−t

q
+

p · 2 · 2l−t

q2
+

2l−t · 2 · 2l−t

q2
<

<
p

q
+ 2−t + 22−t + 21−2t <

p

q
+ 23−t

(23)

(çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ 2l ≤ q , p < 2l+1 ). Âòîðîå íåðàâåíñòâî
â (22) ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàê æå. ut
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Ñîãëàñíî äàííîìó ðàíåå îïðåäåëåíèþ, äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ S qmax ðàâíî ìàê-
ñèìàëüíîìó çíàìåíàòåëþ ÷èñåë NS(x1 . . . xi+1)/NS(x1 . . . xi) , x1 . . . xn ∈ S , 1 ≤ i ≤ n − 1.

Èç (7) ïîëó÷àåì, ÷òî çíàìåíàòåëè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé λa
b è ρa

b íå ïðåâîñõîäÿò q2a

max ïðè
âñåõ b = 1, 2, . . . , n/2a è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρa
b ≥ 1/q2a

max. (24)

Èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Dn
2 qmax = n2 .

Ïåðâûé øàã ïîèñêà ñëîâà v èç ìíîæåñòâà S ïî äàííîìó íîìåðó codeS(v) çàêëþ÷àåòñÿ
â âû÷èñëåíèè îöåíîê λ+(log n, 1) , λ−(log n, 1) ïî ôîðìóëàì:

λ+(log n, 1) = φ+
4ndlog qmaxe+4

(codeS(v)

|S|

)
,

λ−(log n, 1) = φ−
4ndlog qmaxe+4

(codeS(v)

|S|

)
.

(25)

Ïðîöåäóðà 1. Îïèøåì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ ïî èçâåñòíûì ïðåôèêñó
x1 . . . x2a(b−1) è îöåíêàì λ+(a, b) , λ−(a, b) (0 < a ≤ log n , 1 ≤ b ≤ n/2a ) ïîäñëîâà
x2a(b−1)+1 . . . x2ab è çíà÷åíèé λa

b , ρa
b èëè òàêîé ïàðû ñëîâ, ÷òî îäíî èç íèõ ðàâíî

x2a(b−1)+1 . . . x2ab , è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïàð ïðåäïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé λa
b , ρa

b . Ïðè÷¼ì,
åñëè b = n/2a , òî âûïîëíÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïîäñëîâî
xn−2a+1 . . . xn .

Âû÷èñëÿåì îöåíêè λ+(a − 1, 2b − 1) , λ−(a − 1, 2b − 1) ïî ôîðìóëàì:

λ+(a − 1, 2b − 1) = φ+
2a+1dlog qmaxe+4(λ

+(a, b)),

λ−(a − 1, 2b − 1) = φ−
2a+1dlog qmaxe+4(λ

−(a, b)).
(26)

Åñëè a > 1 , òî âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó 1 ïîëó÷åíèÿ ïî ïðåôèêñó x1 . . . x2a−1(2b−2) è ýòèì
îöåíêàì ïîäñëîâà x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) è çíà÷åíèé λa−1

2b−1 , ρa−1
2b−1 èëè ïàðû ñëîâ, îäíî èç

êîòîðûõ ðàâíî x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) , è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïàðû ïðåäïîëîæèòåëüíûõ
λa−1

2b−1 , ρ
a−1
2b−1 . Îáîçíà÷èì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøåå ñëîâî èç ïàðû ñëîâ ÷åðåç

x′
2a−1(2b−2)+1 . . . x′

2a−1(2b−1) , áîëüøåå � ÷åðåç x′′
2a−12(b−2)+1 . . . x′′

2a−1(2b−1) , à ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïðåäïîëîæèòåëüíûå λa−1

2b−1 , ρ
a−1
2b−1 � ÷åðåç λ′a−1

2b−1 , λ′′a−1
2b−1 , ρ′

a−1
2b−1 è ρ′′a−1

2b−1 .
Åñëè a = 1 , òî âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó 2 ïîëó÷åíèÿ ïî ïðåôèêñó x1 . . . x2a−1(2b−2) è îöåíêàì

λ+(a−1, 2b−1) , λ−(a−1, 2b−1) áóêâû x2b−1 è ïàðû λ0
2b−1 , ρa

2b−1 èëè ïàðû áóêâ x′
2b−1 , x′′

2b−1

è ïàð çíà÷åíèé λ′0
2b−1 , ρ′02b−1 , λ′′0

2b−1 , ρ′′02b−1 .
Òàêèì îáðàçîì, íà äàííîì ýòàïå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ìû ïîëó÷èëè ïîäñëîâî

x1 . . . x2a−1(2b−2) è çíà÷åíèÿ λa−1
2b−1 è ρa−1

2b−1 èëè ñëîâà x′
1 . . . x′

2a−1(2b−2) , x′
1 . . . x′′

2a−1(2b−2) è çíà÷å-
íèÿ λ′a−1

2b−1 , ρ′a−1
2b−1 , λ′′a−1

2b−1 è ρ′′a−1
2b−1 . Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì, âûïîëíÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà:

λ′a−1
2b−1 + ρ′a−1

2b−1 ≤ λ−(a, b),

λ′′a−1
2b−1 > λ+(a, b).

(27)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî, òî x1 . . . x2a−1(2b−2) = x′′
1 . . . x′′

2a−1(2b−2) , λa−1
2b−1 = λ′′a−1

2b−1 ,
ρa−1

2b−1 = ρ′′a−1
2b−1 . Åñëè âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî, òî x1 . . . x2a−1(2b−2) = x′

1 . . . x′
2a−1(2b−2) ,

λa−1
2b−1 = λ′a−1

2b−1 , ρ
a−1
2b−1 = ρ′a−1

2b−1 .
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Åñëè â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèé (27) èëè áåç íèõ íàì íà ýòîì ýòàïå âû÷èñëåíèé èçâåñòíû
òî÷íûå çíà÷åíèÿ λa−1

2b−1 è ρa−1
2b−1 , âû÷èñëÿåì îöåíêè λ+(a − 1, 2b) , λ−(a − 1, 2b) ïî ôîðìóëàì:

λ+(a − 1, 2b) = φ+
2a+1dlog qmaxe+4

(λ+(a, b) − λa−1
2b−1

ρa−1
2b−1

)
,

λ−(a − 1, 2b) = φ−
2a+1dlog qmaxe+4

(λ−(a, b) − λa−1
2b−1

ρa−1
2b−1

)
.

(28)

Ïðèìåíÿåì ê íèì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó, åñëè a > 1 è íàõîäèì ïîäñëîâî
x2a−1(2b−1)+1 . . . x2a−12b è çíà÷åíèÿ λa−1

2b , ρa−1
2b (èëè, â ñëó÷àå, åñëè b = n/2a , òîëüêî ïîäñëîâî

x2a−1(2b−1)+1 . . . x2a−12b ) èëè ïàðó ïîäñëîâ, òàêóþ, ÷òî îäíî èç ýòîé ïàðû ðàâíî
x2a−1(2b−1)+1 . . . x2a−12b è ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ïðåäïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé λa−1

2b , ρa−1
2b . Åñ-

ëè æå a = 1 , âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó 2 ïîëó÷åíèÿ ïî ïðåôèêñó x1 . . . x2a−1(2b−1) è îöåíêàì
λ+(a− 1, 2b) , λ−(a− 1, 2b) áóêâû x2b è ïàðû λ0

2b , ρa
2b èëè ïàðû áóêâ x′

2b , x′′
2b è ïàð çíà÷åíèé

λ′0
2b , ρ′02b , λ′′0

2b , ρ′′02b . Ïðè ýòîì åñëè 2b = n , òî ìû îäíîçíà÷íî íàõîäèì x2b .
Åñëè íè îäíî èç íåðàâåíñòâ (27) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïðè ýòîì b 6= n/2a , òî íàõîäèì ïîñëåäî-

âàòåëüíî áóêâû x′
i , 2a−1(2b − 1) + 1 ≤ i ≤ 2a−12b , òàêèå, ÷òî

q(x′
i|x1 . . . x2a(b−1)x

′
2a(b−1)+1 . . . x′

i−1) + P (x′
t|x1 . . . x2a(b−1)x

′
2a(b−1)+1 . . . x′

i−1) = 1,

P (x′
i|x1 . . . x2a(b−1)x

′
2a(b−1)+1 . . . x′

i−1) > 0
(29)

è íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî áóêâû x′′
i , 2a−1(2b − 1) + 1 ≤ i ≤ 2a−12b , òàêèå, ÷òî

q(x′′
i |x1 . . . x2a(b−1)x

′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

i−1) = 0,

P (x′′
i |x1 . . . x2a(b−1)x

′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

i−1) > 0.
(30)

Ñ÷èòàåì ðåêóðñèâíî ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (7), ïàðó ÷èñåë λ′a−1
2b , ρ′a−1

2b (â ôîðìóëàõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðåôèêñ x1 . . . x2a(b−1)x

′
2a(b−1)+1 . . . x′

2ab ) è ïàðó ÷èñåë λ′′a−1
2b , ρ′′a−1

2b (â ôîðìóëàõ
èñïîëüçóåòñÿ ïðåôèêñ x1 . . . x2a(b−1)x

′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

2ab ).
Åñëè íè îäíî èç íåðàâåíñòâ (27) íå âûïîëíÿåòñÿ è ïðè ýòîì b = n/2a , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x2a(b−1)+1 . . . x2a−1 íàéäåíî è ðàâíî x′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

2a−1 . Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî áóêâû xi ,
2a−1(2b − 1) + 1 ≤ i ≤ 2a−12b , òàêèå, ÷òî

q(xi|x1 . . . xi−1) = 0,

P (xi|x1 . . . xi−1) > 0.
(31)

Òàêèì îáðàçîì, íà äàííîì ýòàïå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ó íàñ âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷à-
åâ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì èçâåñòíî ïîäñëîâî x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) è ïîäñëîâî
x2a−1(2b−1)+1 . . . x2a−12b , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íàì èçâåñòíî ïîäñëîâî x2a(b−1)+1 . . . x2ab . Åñëè
b 6= n/2a , âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ λa

b è ρa
b ïî ôîðìóëàì

λa
b = λa−1

2b−1 + ρa−1
2b−1 · λ

a−1
2b ,

ρa
b = ρa−1

2b−1 · ρ
a−1
2b .

(32)

Âî âòîðîì ñëó÷àå íàì èçâåñòíî ïîäñëîâî x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) è ïàðà ñëîâ
x′

2a−1(2b−1)+1 . . . x′
2a−12b , x′′

2a−1(2b−1)+1 . . . x′′
2a−12b . Òîãäà ñëîâî x′

2a(b−1)+1 . . . x′
2ab ñ÷èòàåì ðàâíûì
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êîíêàòåíàöèè x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) è x′
2a−1(2b−1)+1 . . . x′

2a−12b , ñëîâî x′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

2ab ñ÷è-
òàåì ðàâíûì êîíêàòåíàöèè x2a−1(2b−2)+1 . . . x2a−1(2b−1) è x′′

2a−1(2b−1)+1 . . . x′′
2a−12b . Âû÷èñëÿåì çíà-

÷åíèÿ λ′a
b , ρ′ab , λ′′a

b , ρ′′ab ïî ôîðìóëàì

λ′a
b = λa−1

2b−1 + ρa−1
2b−1 · λ

′a−1
2b , ρ′ab = ρa−1

2b−1 · ρ
′a−1
2b ,

λ′′a
b = λa−1

2b−1 + ρa−1
2b−1 · λ

′′a−1
2b , ρ′′ab = ρa−1

2b−1 · ρ
′′a−1
2b .

(33)

Â òðåòüåì ñëó÷àå íàì èçâåñòíû ïàðû ñëåäóþùèõ ñëîâ: x′
2a−1(2b−2)+1 . . . x′

2a−1(2b−1) ,
x′′

2a−1(2b−2)+1 . . . x′′
2a−1(2b−1) , x

′
2a−1(2b−1)+1 . . . x′

2a−12b , x
′′
2a−1(2b−1)+1 . . . x′′

2a−12b . Ñëîâî
x′

2a(b−1)+1 . . . x′
2ab ñ÷èòàåì ðàâíûì êîíêàòåíàöèè x′

2a−1(2b−2)+1 . . . x′
2a−1(2b−1)

è x′
2a−1(2b−1)+1 . . . x′

2a−12b , à ñëîâî x′′
2a(b−1)+1 . . . x′′

2ab ðàâíûì êîíêàòåíàöèè
x′′

2a−1(2b−2)+1 . . . x′′
2a−1(2b−1) è x′′

2a−1(2b−1)+1 . . . x′′
2a−12b . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ λ′a

b , ρ′ab , λ′′a
b , ρ′′ab

ïî ôîðìóëàì

λ′a
b = λ′a−1

2b−1 + ρ′a−1
2b−1 · λ

′a−1
2b , ρ′ab = ρ′a−1

2b−1 · ρ
′a−1
2b ,

λ′′a
b = λ′′a−1

2b−1 + ρ′′a−1
2b−1 · λ

′′a−1
2b , ρ′′ab = ρ′′a−1

2b−1 · ρ
′′a−1
2b .

(34)

Ïðîöåäóðà 2. Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ ïî îöåíêàì λ+(0, b) , λ−(0, b) è ïðåôèêñó
x1 . . . xb−1 áóêâû xb è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïàðû çíà÷åíèé λ0

b , ρ0
b èëè ïàðû áóêâ x′

b , x′′
b

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïàð çíà÷åíèé λ′0
b , ρ′0b , λ′′0

b è ρ′′0b .
Íàõîäèì òàêèå áóêâû χ , χ ∈ {0, 1} äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü áû óñëîâèÿ

P (χ|x1 . . . xb−1) > 0,

λ+(0, b) ≥ q(χ|x1 . . . xb−1),

λ−(0, b) < q(χ|x1 . . . xb−1) + P (χ|x1 . . . xb−1).

(35)

Åñëè ñóùåñòâóåò îäíî òàêîå χ , òî xb = χ . Åñëè ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ χ è b < n , ñ÷èòàåì
x′

b ðàâíûì ìåíüøåìó òàêîìó χ , x′′
b áîëüøåìó òàêîìó χ . Åñëè b = n , òî xb ðàâíî áîëüøåìó

òàêîìó χ . Åñëè xb íàéäåíî îäíîçíà÷íî, âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ λ0
b è ρ0

b ïî ôîðìóëàì (7). Åñëè
íàéäåíà ïàðà x′

b è x′′
b , âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ λ′0

b , ρ′0b , λ′′0
b è ρ′′0b ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

λ′0
b = q(x′

b|x1 . . . xb−1),

λ′′0
b = q(x′′

b |x1 . . . xb−1),

ρ′0b = P (x′
b|x1 . . . xb−1),

ρ′′0b = P (x′′
b |x1 . . . xb−1).

(36)

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó 1 äëÿ a = log n , b = 1 íàõîäèì ïî îöåíêàì λ+(log n, 1) , λ−(log n, 1)
ñëîâî x1 . . . xn . (Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî íàì èçâåñòåí ïðåôèêñ íóëåâîé äëèíû.)

Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàííûé àëãîðèòì äåíóìåðàöèè äëÿ äåíóìåðàöèè ñëîâ ìíî-
æåñòâà D2

n .
Ñäåëàåì ýòî íà ïðèìåðå ïîèñêà ñëîâà w ∈ D2

8 ïî äàííîìó íîìåðó codeD2
8
(w) = 12 .

Ïî (20) qmax = n2 = 64 .
Íàõîäèì λ+(3, 1) , λ−(3, 1) ïî ôîðìóëàì (25):

λ+(3, 1) = φ+
196(12/14) = (12 · 2193 + 1)/(14 · 2193),

λ−(3, 1) = 12 · 2193/(14 · 2193 + 1).
Íàõîäèì λ+(2, 1) , λ−(2, 1) , à çàòåì λ+(1, 1) , λ−(1, 1) , λ+(0, 1) , λ−(0, 1) ïî ôîðìóëàì

(26):
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λ+(2, 1) = φ+
100((12 · 2193 + 1)/(14 · 2193)) = (12 · 297 + 1)/(14 · 297) ,

λ−(2, 1) = 12 · 297/(14 · 297 + 1),
λ+(1, 1) = φ+

52((12 · 297 + 1)/(14 · 297)) = (12 · 249 + 1)/(14 · 249),
λ−(1, 1) = 12 · 249/(14 · 249 + 1),
λ+(0, 1) = φ+

28((12 · 249 + 1)/(14 · 249)) = (12 · 225 + 1)/(14 · 225),
λ−(0, 1) = 12 · 225/(14 · 225 + 1).

Íàõîäèì χ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (35), ò. å. λ+(0, 1) ≥ q(χ) ,
λ−(0, 1) < q(χ)+P (χ) , P (χ) > 0 . Åäèíñòâåííîå χ , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì íåðàâåíñòâàì,
ýòî íîëü, ìîæíî âèäåòü, ÷òî λ+(0, 1) > q(0) = 0 , λ−(0, 1) < q(0) + P (0) = 1 , P (0) = 1 > 0 ,
â òî æå âðåìÿ äëÿ åäèíèöû ýòè íåðàâåíñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ, ò. ê. P (1) = 0 . Ïîýòîìó x1 = 0 .

Íàõîäèì λ0
1 è ρ0

1 ïî ôîðìóëàì (7): λ0
1 = q(0) = 0 , ρ0

1 = P (0) = 1 .
Íàõîäèì λ+(0, 2) , λ−(0, 2) ïî ôîðìóëàì (28):

λ+(0, 2) = φ+
28(((12 · 249 + 1)/(14 · 249) − 0)/1) = (12 · 225 + 1)/(14 · 225),

λ−(0, 2) = 12 · 225/(14 · 225 + 1).
Íàõîäèì χ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (35), ò. å. λ+(0, 2) ≥ q(χ|0) ,

λ−(0, 2) < q(χ|0) + P (χ|0) , P (χ|0) > 0 . Íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 1 ,
ò. ê. λ+(0, 2) > q(1|0) = 5/14 , λ−(0, 2) < q(1|0) + P (1|0) = 1 , P (1|0) = 5/14 > 0 , íåðà-
âåíñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 0 , ò. ê. λ−(0, 2) > q(0|0) + P (0|0) = 9/14 . Ïîýòîìó x2 = 1 .

Íàõîäèì λ0
2 è ρ0

2 , à çàòåì λ1
1 è ρ1

1 ïî ôîðìóëàì (7):
λ0

2 = q(1|0) = 9/14 ,
ρ0

2 = P (1|0) = 5/14 ,
λ1

1 = λ0
1 + λ0

2 · ρ0
1 = 9/14 ,

ρ1
1 = ρ0

1 · ρ0
2 = 5/14 .

Íàõîäèì λ+(1, 2) , λ−(1, 2) ïî ôîðìóëàì (28):
λ+(1, 2) = (3 · 250 + 1)/(5 · 250),
λ−(1, 2) = 3 · 250/(5 · 250 + 1).

Íàõîäèì λ+(0, 3) , λ−(0, 3) , ïî ôîðìóëàì (26):
λ+(0, 3) = (3 · 226 + 1)/(5 · 226),
λ−(0, 3) = 3 · 226/(5 · 226 + 1).

Íàõîäèì χ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (35), ò. å. λ+(0, 3) ≥ q(χ|01) ,
λ−(0, 3) < q(χ|01) + P (χ|01) , P (χ|01) > 0 . Íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 0 ,
ò. ê. λ+(0, 3) > q(0|01) = 0 , λ−(0, 3) < q(0|01) + P (0|01) = 1 , P (0|01) = 1 > 0 , íåðàâåí-
ñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 1 , ò. ê. P (1|01) = 0 . Ïîýòîìó x3 = 0 .

Íàõîäèì λ0
3 è ρ0

3 ïî ôîðìóëàì (7): λ0
3 = q(0|01) = 0 , ρ0

3 = P (0|01) = 1 .
Íàõîäèì λ+(0, 4) , λ−(0, 4) ïî ôîðìóëàì (28):

λ+(0, 4) = (3 · 226 + 1)/(5 · 226),
λ−(0, 4) = 3 · 226/(5 · 226 + 1).

Íàõîäèì χ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (35), ò. å. λ+(0, 4) ≥ q(χ|010) ,
λ−(0, 4) < q(χ|010) + P (χ|010) , P (χ|010) > 0 . Íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 0 ,
ò. ê. λ+(0, 4) > q(0|010) = 0 , λ−(0, 4) < q(0|010) + P (0|010) = 3/5 , P (0|010) = 3/5 > 0 ,
íåðàâåíñòâà òàêæå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ χ = 1 , ò. ê. λ+(0, 4) > q(1|010) = 3/5 ,
λ−(0, 4) < q(1|010) + P (1|010) = 1 , P (1|010) = 2/5 > 0 . Òàêèì îáðàçîì, x′

4 = 0 , x′′
4 = 1 .

Íàõîäèì λ′0
4 , ρ′04 , λ′′0

4 , ρ′′04 ïî ôîðìóëàì (36): λ′0
4 = q(0|010) = 0 , ρ′04 = P (0|010) = 3/5 ,

λ′′0
4 = q(1|010) = 3/5 , ρ′04 = P (1|010) = 2/5 .
Íàõîäèì λ′1

2 , ρ′12 , λ′′1
2 , ρ′′12 , à çàòåì λ′2

1 , ρ′21 , λ′′2
1 , ρ′′21 ïî ôîðìóëàì (33): λ′1

2 = 0 , ρ′12 = 3/5 ,
λ′′1

2 = 3/5 , ρ′′12 = 2/5 , λ′2
1 = 9/14 , ρ′21 = 3/14 , λ′′2

1 = 12/14 , ρ′′21 = 2/14 .
Ïðîèçâîäèì ñðàâíåíèÿ (27). Îáíàðóæèâàåì, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåí-

ñòâà: λ′2
1 + ρ′21 > λ−(3, 1) , λ′′2

1 ≤ λ+(3, 1).
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1 = n/23 , ò. å. b = n/2a . Ïîýòîìó áóêâà x4 = x′′

4 = 1 ,
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áóêâû x5 , . . . , x8 íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Íàõîäèòñÿ òàêàÿ áóêâà x5 , ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ q(x5|0101) = 0, P (x5|0101) > 0. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè x5 = 0 . Íàõîäèòñÿ
òàêîå x6 , ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ q(x6|01010) = 0, P (x6|01010) > 0. Ýòè óñëîâèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ ïðè x6 = 0 . Íàõîäèòñÿ òàêîå x7 , ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ q(x7|010100) = 0,
P (x7|010100) > 0. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè x7 = 1 . Íàõîäèòñÿ òàêàÿ áóêâà x8 , ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ q(x8|0101001) = 0, P (x8|0101001) > 0. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè
x8 = 1 . Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ñëîâî 01010011 .

Òåîðåìà 3. Îïèñàííûé àëãîðèòì äåíóìåðàöèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñëîâî v = x1 . . . xn

èç ìíîæåñòâà S ïî äàííîìó íîìåðó codeS(v) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü äâå âñïîìîãàòåëüíûõ
ëåììû.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî α (0 ≤ α < log n) âåðíî óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ n/2α

ïî ïàðå îöåíîê λ+(α, i) , λ−(α, i) òàêèõ, ÷òî

λ+(α, i) − λ−(α, i) <
1

q2α+1

max

,

λ−(α, i) < λα
i + ρα

i ,

λ+(α, i) ≥ λα
i ,

(37)

è ïðåôèêñó x1 . . . x2α(i−1) ìîæíî, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð 1 èëè 2, íàéòè ïîäñëîâî
x2α(i−1)+1 . . . x2αi è çíà÷åíèÿ λα

i , ρα
i èëè òàêóþ ïàðó cëîâ, ÷òî îäíî èç íèõ áóäåò ðàâíî

x2α(i−1)+1 . . . x2αi è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ′α
i , λ′′α

i , ρ′αi , ρ′′αi , ïðè÷¼ì äëÿ i = n/2α

ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

λ−(α, i) ≤ λα
i (38)

ìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè ïîäñëîâî x2α(i−1)+1 . . . x2αi è çíà÷åíèÿ λα
i , ρα

i òî äëÿ âñåõ
0 ≤ i ≤ n/2α+1 ïî ïàðå îöåíîê λ+(α + 1, i) , λ−(α + 1, i) òàêèõ, ÷òî

λ+(α + 1, i) − λ−(α + 1, i) <
1

q2α+2

max

,

λ−(α + 1, i) < λα+1
i + ρα+1

i ,

λ+(α + 1, i) ≥ λα+1
i ,

(39)

è ïðåôèêñó x1 . . . x2α+1(i−1) ìîæíî, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû 1, íàéòè ïîäñëîâî
x2α+1(i−1)+1 . . . x2α+1i (è çíà÷åíèÿ λα+1

i , ρα+1
i ) èëè òàêóþ ïàðó cëîâ, ÷òî îäíî èç íèõ áóäåò ðàâ-

íî x2α+1(i−1)+1 . . . x2α+1i (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ′α+1
i , λ′′α+1

i , ρ′α+1
i , ρ′′α+1

i ), ïðè÷¼ì
äëÿ i = n/2α+1 ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

λ−(α + 1, i) ≤ λα+1
i (40)

ïîäñëîâî x2α+1(i−1)+1 . . . x2α+1i ìîæíî íàéòè îäíîçíà÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Äëÿ íåêîòîðîãî a (0 ≤ α < log n) ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ
0 ≤ i ≤ n/2α ïî ïàðå îöåíîê λ+(α, i) , λ−(α, i) òàêèõ, ÷òî

λ+(α, i) − λ−(α, i) <
1

q2α+1

max

,

λ−(α, i) < λα
i + ρα

i ,

λ+(α, i) ≥ λα
i ,

(41)



96 Þ. Ñ. Ìåäâåäåâà

è ïðåôèêñó x1 . . . x2α(i−1) ìîæíî, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð 1 èëè 2, íàéòè ïîäñëîâî
x2α(i−1)+1 . . . x2αi (è çíà÷åíèÿ λα

i , ρα
i ) èëè òàêóþ ïàðó cëîâ, ÷òî îäíî èç íèõ áóäåò ðàâíî

x2α(i−1)+1 . . . x2αi (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ′α
i , λ′′α

i , ρ′αi , ρ′′αi ), ïðè÷¼ì äëÿ i = n/2α

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

λ−(α, i) ≤ λα
i (42)

ïîäñëîâî x2α(i−1)+1 . . . x2αi è çíà÷åíèÿ λα
i , ρα

i ìîæíî íàéòè îäíîçíà÷íî.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j , 1 ≤ j ≤ n/2α+1 , äàíû ïðåôèêñ x1 . . . x2α+1(j−1) è îöåíêè

λ+(α + 1, j) , λ−(α + 1, j) , 1 ≤ j ≤ 2n/2α+1 òàêèå, ÷òî

λ+(α + 1, j) − λ−(α + 1, j) <
1

q2α+2

max

,

λ−(α + 1, j) < λα+1
j + ρα+1

j ,

λ+(α + 1, j) ≥ λα+1
j ,

(43)

ïðè ýòîì åñëè j = n/2α+1 , òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå

λ−(α + 1, j) ≤ λα+1
j . (44)

Ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó 1 äëÿ a = α + 1 , b = j . Íàõîäèì λ+(α, 2j − 1) , λ−(α, 2j − 1)
ïî ôîðìóëàì (26). Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (41) äëÿ i = 2j − 1 .

Ïî ëåììå (1) è ïî (43) è ïî òîìó, ÷òî α ≥ 0 , qmax > 1 , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ+(α, 2j − 1) − λ−(α, 2j − 1) < λ+(α + 1, j) − λ−(α + 1, j) + 2 · 23−(2α+2dlog qmaxe+4) <

<
1

q2α+2

max

+
1

q2α+2

max

<
1

q2α+1

max

.

Òàêèì îáðàçîì,

λ+(α, 2j − 1) − λ−(α, 2j − 1) <
1

q2α+1

max

. (45)

Ïî (7)
λα+1

j = λα
2j−1 + λα

2j · ρα
2j−1, λα

2j ≥ 0, ρα
2j−1 ≥ 0,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
λα

2j−1 ≤ λα+1
j .

Îòñþäà è ïî (26), (43) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ+(α, 2j − 1) ≥ λ+(α + 1, j) ≥ λα+1
j ≥ λα

2j−1,

òàêèì îáðàçîì âåðíî íåðàâåíñòâî

λ+(α, 2j − 1) ≥ λα
2j−1. (46)

Ïî (7)

λα+1
j + ρα+1

j = λα
2j−1 + λa

2j · ρα
2j−1 + ρa

2j · ρα
2j−1 = λα

2j−1 + (λα
2j + ρα

2j) · ρα
2j−1.

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî
λα

2j + ρα
2j ≤ 1.



Áûñòðûé àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èíôîðìàöèè 97

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
λα+1

j + ρα+1
j ≤ λα

2j−1 + ρα
2j−1.

Îòñþäà è ïî (26), (43) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ−(α, 2j − 1) ≤ λ−(α + 1, j) < λα+1
j + ρα+1

j ≤ λα
2j−1 + ρα

2j−1,

òàêèì îáðàçîì âåðíî íåðàâåíñòâî

λ−(α, 2j − 1) < λα
2j−1 + ρα

2j−1. (47)

Èç (45), (46), (50) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (41) äëÿ i = 2j − 1 . Îòñþäà ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð 1 èëè 2 ïîäñëîâî x2α(2j−2)+1 . . . x2a(2j−1) è çíà÷åíèÿ
λα

2j−1 , ρα
2j−1 èëè ïàðó ïîäñëîâ x′

2α(2j−2)+1 . . . x′
2α(2j−1) è x′′

2α(2j−2)+1 . . . x′′
2α(2j−1) è ñîîòâåñòâóþ-

ùèå èì çíà÷åíèÿ λ′α
2j−1 , ρ′α2j−1 , λ′′α

2j−1 , ρ′′α2j−1 .
Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðîöåäóðå 1, ïðîâåðÿåì, âûïîëíÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà (27) äëÿ

a = α + 1 , b = j .
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî, òî, êàê è âû÷èñëÿåòñÿ ïðè âûïîë-

íåíèè ïðîöåäóðû 1, x1 . . . x2α(2j−2) = x′′
1 . . . x′′

2α(2j−2) , λα
2j−1 = λ′′α

2j−1 , ρα
2j−1 = ρ′′α2j−1 , åñ-

ëè æå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî, òî x1 . . . x2α(2j−2) = x′
1 . . . x′

2α(2j−2) , λα
2j−1 = λ′α

2j−1 ,
ρα

2j−1 = ρ′α2j−1 .
Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî

λ+(α + 1, j) ≥ λα+1
j ≥ λα

2j−1.

Ïîýòîìó åñëè
λ′α

2j−1 > λ+(α + 1, j),

òî
λ′α

2j−1 6= λα
2j−1,

ñëåäîâàòåëüíî, x′
2α(2j−2)+1 . . . x′

2α(2j−1) íå ìîæåò áûòü ðàâíî x2α(2j−2)+1 . . . x2α(2j−1) . Îòñþäà
x2α(2j−2)+1 . . . x2α(2j−1) = x′′

2α(2j−2)+1 . . . x′′
2α(2j−1) è ñîîòâåòñòâåííî λα

2j−1 = λ′′α
2j−1 ,

ρα
2j−1 = ρ′′α2j−1 . Àíàëîãè÷íî, åñëè

λ′α
2j−1 + ρ′α2j−1 ≤ λ−(α + 1, j),

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x2α(2j−2)+1 . . . x2α(2j−1) = x′
2α(2j−2)+1 . . . x′

2α(2j−1) è ñîîòâåòñòâåííî
λα

2j−1 = λ′α
2j−1 , ρα

2j−1 = ρ′α2j−1 .
Åñëè â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèé (27) èëè áåç íèõ íàì íà ýòîì ýòàïå ñîãëàñíî ïðîöåäóðå 1

íàì ñòàëè èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ λα
2j−1 è ρα

2j−1 , âû÷èñëÿåì îöåíêè λ+(α, 2j) , λ−(α, 2j)
ïî ôîðìóëàì (28) äëÿ a = α + 1 , b = j . Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (41) äëÿ i = 2j .

Ïî ëåììå (1) è ïî (43) è ïî òîìó, ÷òî α ≥ 0 , qmax > 1 , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ+(α, 2j) − λ−(α, 2j) <
λ+(α + 1, j) − λ−(α + 1, j)

ρa
2j−1

+ 2 · 23−(2α+2dlog qmaxe+4) <

<
1

q2α+2

max

+
1

q2α+2

max

<
1

q2α+1

max

.

Òàêèì îáðàçîì,

λ+(α, 2j) − λ−(α, 2j) <
1

q2α+1

max

. (48)
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Ïî (28) è ïî (43) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ+(α, 2j) ≥
λ+(α + 1, j) − λα

2j−1

ρα
2j−1

≥
λα+1

j − λα
2j−1

ρα
2j−1

= λα
2j,

òàêèì îáðàçîì

λ+(α, 2j) ≥ λα
2j. (49)

Ïî (7)

λα+1
j + ρα+1

j = λα
2j−1 + λa

2j · ρα
2j−1 + ρa

2j · ρα
2j−1 = λα

2j−1 + (λα
2j + ρα

2j) · ρα
2j−1.

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî
λα

2j + ρα
2j ≤ 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
λα+1

j + ρα+1
j ≤ λα

2j−1 + ρα
2j−1.

Îòñþäà è ïî (26), (43) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ−(α, 2j − 1) ≤ λ−(α + 1, j) < λα+1
j + ρα+1

j ≤ λα
2j−1 + ρα

2j−1,

òàêèì îáðàçîì, âåðíî íåðàâåíñòâî

λ−(α, 2j − 1) < λα
2j−1 + ρα

2j−1. (50)

Ïî (7), (28) è (43) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ−(α, 2j) ≤
λ−(α + 1, j) − λα

2j−1

ρα
2j−1

<
λα+1

j + ρα+1
j − λα

2j−1

ρα
2j−1

= λα
2j + ρα

2j,

òàêèì îáðàçîì, âåðíî íåðàâåíñòâî

λ−(α, 2j) < λα
2j + ρα

2j. (51)

Èç (48), (49), (51) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (41) äëÿ i = 2j . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (42) ïðè i = 2j = n/2α . Îòñþäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìîæíî íàéòè ñ ïî-
ìîùüþ ïðîöåäóð 1 èëè 2 ïîäñëîâî x2α(2j−1)+1 . . . x2a(2j) è çíà÷åíèÿ λα

2j , ρα
2j èëè ïàðó ïîäñëîâ

x′
2α(2j−1)+1 . . . x′

2α(2j) è x′′
2α(2j−1)+1 . . . x′′

2α(2j) è ñîîòâåñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ′α
2j , ρ′α2j , λ′′α

2j , ρ′′α2j ,
ïðè÷¼ì äëÿ j = n/2α+1 ìîæíî íàéòè ïîäñëîâî x2α(2j−1)+1 . . . x2α(2j) îäíîçíà÷íî.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íè îäíî èç íåðàâåíñòâ (27) äëÿ a = α + 1 , b = j íå âûïîëíÿåòñÿ,
òî äåéñòâèòåëüíî, êàê è âû÷èñëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû 1, áóêâû x′

i , x′′
i

2α(2j − 1) + 1 ≤ i ≤ 2α2j , ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîäáèðàÿ çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâåííî (29) è (30).

Î÷åâèäíî, ÷òî íåâûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (27) ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ
íåðàâåíñòâ

λ′α
2j−1 + ρ′α2j−1 > λ−(α + 1, j),

λ′′α
2j−1 ≤ λ+(α + 1, j).

(52)
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Òàê êàê x′
2α(2j−2)+1 . . . x′

2α(2j−1) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò x′′
2α(2j−2)+1 . . . x′′

2α(2j−1) ,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå t , 2α(2j−2)+1 ≤ t ≤ 2α(2j−1) , ÷òî x′

t < x′′
t . Ýòî îçíà÷àåò,

ïî íàõîæäåíèþ λ′α
2j−1 è λ′′α

2j−1 , ÷òî

λ′′α
2j−1 − λ′α

2j−1 ≥
N(x1 . . . x′

2α(2j−2)+1 . . . x′
t)

N(x1 . . . x2α(2j−2)

≥
N(x1 . . . x′

2α(2j−2)+1 . . . x′
2α(2j−1)

N(x1 . . . x2α(2j−2)

= ρ′α2j−1,

òî åñòü
λ′α

2j−1 + ρ′α2j−1 ≤ λ′′α
2j−1.

Îòñþäà è (52)

λ−(α + 1, j) < λ′α
2j−1 + ρ′α2j−1 ≤ λ+(α + 1, j),

λ−(α + 1, j) < λ′′α
2j−1 ≤ λ+(α + 1, j).

(53)

Îòñþäà è ïî (43)

λ+(α + 1, j) − λ′′α
2j−1 <

1

q2α+2

max

,

(λ′α
2j−1 + ρ′α2j−1) − λ−(α + 1, j) <

1

q2α+2

max

.
(54)

Ïóñòü x′
2α(2j−2)+1 . . . x′

2α+1j = x2α(2j−2)+1 . . . x2α+1j . Òîãäà

λα
2j−1 = λ′α

2j−1, ρα
2j−1 = ρ′α2j−1.

Ïî (7), (54), (43), (24)

λα
2j + ρα

2j =
(λα+1

j + ρα+1
j ) − λα

2j−1

ρα
2j−1

>

>
λ−(α + 1, j) − λα

2j−1

ρα
2j−1

> 1 − 1

q2α+2

max

· 1

ρα
2j−1

≥ 1 − q2α

max

q2α+2

max

> 1 − 1

q2α

max

.

Òàêèì îáðàçîì,
λα

2j + ρα
2j > 1 − 1

q2α

max

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (24), ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

λα
2j + ρα

2j = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x′
2α(2j−2)+1 . . . x′

2α(2j−1) = x2α(2j−2)+1 . . . x2α+1(2j−1) ,
òî x2α(2j−1)+1 . . . x2α(2j) ýòî ñëîâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, íàõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî áóêâû x′

i ,
2α(2j − 1) + 1 ≤ i ≤ 2α2j , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (29).

Ïóñòü x2α(2j−2)+1 . . . x2α+1j = x′′
2α(2j−2)+1 . . . x′′

2α+1j . Òîãäà

λα
2j−1 = λ′′α

2j−1, ρα
2j−1 = ρ′′α2j−1.

Ïî (7), (54), (43), (24)

λα
2j =

λα+1
j − λα

2j−1

ρα
2j−1

≤

≤
λ+(α + 1, j) − λα

2j−1

ρα
2j−1

<
1

q2α+2

max

· 1

ρα
2j−1

≤ q2α

max

q2α+2

max

<
1

q2α

max

.
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Òàêèì îáðàçîì,
λα

2j <
1

q2α

max

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (24), ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè λα
2j = 0 . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x2α(2j−2)+1 . . . x2α+1(2j−1) = x′′
2α(2j−2)+1 . . . x′′

2α(2j−1) , òî x2α(2j−1)+1 . . . x2α(2j)

ýòî ñëîâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, íàõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî áóêâû x′′
i , 2α(2j − 1) + 1 ≤ k ≤

2α2j , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (30).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè j = n/2α+1 x2α(2j−2)+1 . . . x2α+1j = x′′

2α(2j−2)+1 . . . x′′
2α+1j ,

x2α(2j−1)+1 . . . x2α(2j) ýòî ñëîâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, íàõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî áóêâû x′′
i ,

2α(2j − 1) + 1 ≤ k ≤ 2α2j , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (30).
Î÷åâèäíî, ÷òî ñëåäóþùèå øàãè ïðîöåäóðû 1, çàêëþ÷àþùèåñÿ â êîíêàòåíàöèè ïîëó÷åí-

íûõ ïîäñëîâ, ïðèâîäÿò ê ïîëó÷åíèþ ïîäñëîâà x2α+1(j−1)+1 . . . x2α+1j èëè òàêîé ïàðû cëîâ, ÷òî
îäíî èç íèõ áóäåò ðàâíî x2α+1(j−1)+1 . . . x2α+1j , ïðè÷¼ì äëÿ j = n/2α+1 ïîäñëîâî
x2α+1(j−1)+1 . . . x2α+1j ìîæíî íàéòè îäíîçíà÷íî.

Çàòåì, ñîãëàñíî ïðîöåäóðå 1, íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ λα+1
j , ρα+1

j èëè λ′α+1
j , ρ′α+1

j , λ′′α+1
j , ρ′′α+1

j

ïî ôîðìóëàì (32), (33), (34).
ut

Ëåììà 3. Äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ n ïî ïàðå îöåíîê λ+(0, i) , λ−(0, i) òàêèõ, ÷òî

λ+(0, i) − λ−(0, i) <
1

q2
max

,

λ+(0, i) ≥ λ0
i ,

λ−(0, i) < λ0
i + ρ0

i ,

(55)

è ïðåôèêñó x1 . . . xi−1 ìîæíî, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû 2, íàéòè áóêâó xi è çíà÷åíèÿ λ0
i , ρ0

i èëè
òàêóþ ïàðó áóêâ x′

i è x′′
i , ÷òî îäíà èç íèõ ðàâíà xi è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ′0

i , λ′′0
i ,

ρ′0i , ρ′′0i , ïðè÷¼ì äëÿ i = n ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

λ−(0, i) ≤ λ0
i , (56)

áóêâó xn ìîæíî íàéòè îäíîçíà÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i , 0 ≤ i ≤ n , äàíû îöåíêè λ+(0, i) , λ−(0, i)
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (55) ïðåôèêñ x1 . . . xi−1 .

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó 2 äëÿ b = i , íàõîäèì âñå χ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (35). Èç (55)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ xi âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (35).

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèõ íàéäåííûõ χ ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ, ÷òî íåî÷åâèäíî â ñëó÷àå,
åñëè íóìåðóþòñÿ ñëîâà íàä àëôàâèòîì, â êîòîðîì áîëåå äâóõ áóêâ. Ïóñòü òàêèõ χ áîëåå äâóõ.
Îáîçíà÷èì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ χ1 , χ2 , χ3 . Òîãäà äëÿ χ1 λ0

i + ρ0
i = q(χ1|x1 . . . xi−1) +

P (χ1| . . . xi−1) , ÷òî ðàâíî ïî (4) q(χ2|x1 . . . xi−1) . Äëÿ χ3 λ0
i = q(χ3|x1 . . . xi−1) , ÷òî ðàâíî,

ïî (4), q(χ2|x1 . . . xi−1)+P (χ2| . . . xi−1) . Òàêèì îáðàçîì, îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà

λ−(0, i) < q(χ2|x1 . . . xi−1),

λ+(0, i) ≥ q(χ2|x1 . . . xi−1) + P (χ2| . . . xi−1).

Îòñþäà
λ+(0, i) − λ−(0, i) > P (χ2|x1 . . . xi−1).

Ïî (24) P (χ2|x1 . . . xi−1) ≥ 1/qmax . Ò. å.

λ+(0, i) − λ−(0, i) > 1/qmax.
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Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèÿìè (55). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ χ ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (35). Çíà÷èò, ìû ìîæåì, ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó 2 äëÿ b = i , íàéòè
áóêâó xi èëè òàêóþ ïàðó áóêâ x′

i è x′′
i , ÷òî îäíà èç íèõ ðàâíà xi .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äàíû îöåíêè ñî ñâîéñòâàìè (55), (56), òî, ïðèìåíÿÿ
ïðîöåäóðó 2, ìîæíî íàéòè áóêâó xi .

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè íàéäåíî xi , ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû 2 íàõîäÿòñÿ λ0
i è ρ0

i

ïî ôîðìóëàì (7); â ñëó÷àå, åñëè íàéäåíû x′
i è x′′

i , ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû 2 íàõîäÿòñÿ λ′0
i , ρ′0i ,

λ′′0
i , ρ′′0i , ïî ôîðìóëàì (36). ut

Èç ëåììû 1, ñëåäóåò ÷òî îöåíêè λ+(1, log n) , λ−(1, log n) , ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì øàãå âû-
ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïî ôîðìóëàì (25), îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (37), (38) äëÿ i = 1 ,
α = log n . Îòñþäà ïî ëåììàì 2, 3 îïèñàííûé àëãîðèòì äåíóìåðàöèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
ñëîâî v = x1 . . . xn èç ìíîæåñòâà S ïî äàííîìó íîìåðó codeS(v) . ut

Îïèøåì ñâîéñòâà àëãîðèòìà äåíóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà S .

Òåîðåìà 4. 1) Ñëîæíîñòü äåíóìåðàöèè, ò. å. âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîé
áóêâû äåíóìåðóåìîãî ñëîâà, ðàâíà

O(log nM(n log qmax)/n), (57)

ãäå M(n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ èëè äåëåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n .
2) Îáú¼ì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ äåíóìåðàöèè ñëîâà ìíîæåñòâà S äëèíû n , ðàâåí

O((n log qmax) log n). (58)
Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,

äëÿ êîòîðîãî M(n) = O(n log n log log n) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà
O(log n log qmax log(n log qmax) log log(n log qmax)).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = O(n log n2O(log∗ n)) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà
O(log n log(n log qmax)2

O(log∗(n log qmax))).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Îäíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè λa
b â (7) ñîîòâåòñòâó-

åò îäíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, ïðè÷¼ì ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê λ+(a, b) , λ−(a, b) äëèíà ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ äåëèìîãî íå ïðåâîñõîäèò 2a log qmax áèò, à äåëèòåëÿ � 2a log qmax áèò.

Äëèíà äåëèìîãî è äåëèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ñîìíîæèòåëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû-
÷èñëåíèè λa

b . Ñëåäîâàòåëüíî, è âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ λ+(a, b) , λ−(a, b) áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî
âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ λa

b . Êðîìå îïåðàöèé äåëåíèÿ, ïðè äåêîäèðîâàíèè âû÷èñëÿþòñÿ òå æå âå-
ëè÷èíû λa

b è ρa
b èëè àíàëîãè÷íûå èì ïàðû âåëè÷èí λ′a

b , λ′′a
b è ρ′ab , ρ′′ab , êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

ïðè êîäèðîâàíèè è äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñòîëüêî æå âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ, çà-
òðà÷èâàåìîå íà âûïîëíåíèå îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ íà âû÷èñëåíèå îöåíîê λ+(a, b) , λ−(a, b) ,
0 ≤ a ≤ log n , 1 ≤ b ≤ n/2a ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè êîäèðîâàíèÿ O(log nM(n log qmax)/n) .

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî äåêîäèðîâàíèå ëåâîé ïîëîâèíû x1 . . . xn/2 è ïðàâîé
ïîëîâèíû xn/2+1 . . . xn ñëîâà ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî è ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè îäíîé è òîé æå ïàìÿòè. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè àíàëèçå êîäèðîâàíèÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü,
÷òî îáú¼ìû ïàìÿòè, èñïîëüçóåìîé ïðè êîäèðîâàíèè è äåêîäèðîâàíèè, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò. ut

Îïèøåì ñâîéñòâà äåíóìåðàöèè ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà èç ñêîáîê îäíîãî òèïà.

Òåîðåìà 5. 1)Ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì ìîùíîñòè
2 , ò. å. âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ êîäèðîâàíèÿ îäíîé áóêâû, ðàâíà O(log nM(n log n)/n) áèòîâûõ
îïåðàöèé, ãäå M(n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n .
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2)Îáú¼ì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì
ìîùíîñòè 2 , ðàâåí O(n log n) áèò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,
èìåþùåãî ñëîæíîñòü M(n) = n log n log log n , ñêîðîñòü äåíóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n log log n).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, èìåþùåãî
ñëîæíîñòü M(n) = n log n2O(log∗ n) , ñêîðîñòü äåíóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n2O(log∗ n)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4 è (20). ut

4. Íóìåðàöèÿ è äåíóìåðàöèÿ äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n,
ñîäåðæàùèõ n/2 åäèíèö

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n (n � ÷¼òíîå), â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
ðîâíî n/2 åäèíèö. Íàïðèìåð, äëÿ n = 4 ìíîæåñòâî B4 áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ ñëîâ:
0011 , 0101 , 0110 , 1001 , 1010 , 1100 .

Îïèñàííûå â ÷àñòÿõ 2, 3 àëãîðèòìû íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà S ìîæíî
ïðèìåíèòü äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà Bn .

Çíà÷åíèå |Bn| âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Bn ïî ôîðìóëå

|Bn| = Cn/2
n . (59)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

NBn(x1x2 . . . xi) = C
n/2−m
n−i , (60)

ãäå m � êîëè÷åñòâî åäèíèö â ïðåôèêñå x1x2 . . . xi .
Ìîæíî âèäåòü èç (60) è îïðåäåëåíèÿ (4), ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Bn çíà÷åíèÿ P (xi|x1 . . . xi−1)

(0 < i ≤ n) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

P (xi|x1 . . . xi−1) =
(n − i)!

(n/2 − i + m)!(n/2 − m)!
:

:
(n − i + 1)!

(n/2 − i + 1 + m)!(n/2 − m)!
=

n/2 − i + 1 + m

n − i + 1
,

(61)

ïðè xi = 0 ;

P (xi|x1 . . . xi−1) =
(n − i)!

(n/2 − i + m)!(n/2 − m)!
:

:
(n − i + 1)!

(n/2 − i + m)!(n/2 − m + 1)!
=

n/2 − m + 1

n − i + 1
,

(62)

ïðè xi = 1 .
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (59), (61) è (62) è àëãîðèòìû íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè ñëîâ ìíîæå-

ñòâà S , îïèñàííûå â ÷àñòÿõ 2, 3, ïîëó÷àåì àëãîðèòìû íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè ñëîâ ìíîæå-
ñòâà Bn .

Ìîæíî âèäåòü ïî îïðåäåëåíèþ qmax è èç (61) è (62), ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Bn

qmax ≤ n. (63)

Ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 6. Îáú¼ì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ êîäèðîâàíèÿ äâîè÷íîãî ñëîâà äëèíû n
ñ êîëè÷åñòâîì åäèíèö n/2 , ðàâåí O(n log n) áèò. Ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû n
ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö, ò. å. âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ êîäèðîâàíèÿ îäíîé áóêâû, ðàâíà
O(log nM(n log n)/n) áèòîâûõ îïåðàöèé, ãäå M(n log n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû
n log n .

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,
äëÿ êîòîðîãî M(n) = n log n log log n , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n log log n).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = n log n2O(log∗ n) , ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n2O(log∗ n)).

Îáú¼ì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ äåíóìåðàöèè ñëîâà äëèíû n ñ êîëè÷åñòâîì åäèíèö n/2 ,
ðàâåí O(n log2 n).

Ñëîæíîñòü äåíóìåðàöèè, ò. å. âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîé áóêâû äåíóìåðóå-
ìîãî ñëîâà, ðàâíà O(log nM(n log n)/n), ãäå M(n log n) � âðåìÿ óìíîæåíèÿ èëè äåëåíèÿ äâóõ
ñëîâ äëèíû n log n .

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãå � Øòðàññåíà,
èìåþùåãî ñëîæíîñòü M(n) = n log n log log n , ñêîðîñòü äåíóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n log log n).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, èìåþùåãî
ñëîæíîñòü M(n) = n log n2O(log∗ n) , ñêîðîñòü äåíóìåðàöèè ðàâíà O(log3 n2O(log∗ n)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ñâîéñòâà ñëåäóþò èç òåîðåì 1 è 4 è èç (63). ut
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Fast algorithm of enumerative encoding for main problems of information theory

Yu. Medvedeva

We propose the algorithm of fast enumeration for main problems of coding theory.
These problems are: 1) encoding of binary words with given number of ones and its
special case when number of ones equals number of zeroes; 2) encoding of run-length-
constrained words. This problem is of interest to magnetic recording and some other
�elds; 3) encoding of the Grassmannian space elements and encoding of the Dyck
language words. We apply the modi�cation of method of fast enumeration of
combinatorial objects proposed by B. Ryabko to stated problems. Our algorithm has less
computational complexity than other known algorithms do.

Keywords: encoding, enumerative encoding, information theory.


