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Ýâîëþöèîííûé ñèíòåç ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé∗

Ý. À. Ìîíàõîâà, Î. Ã. Ìîíàõîâ

Èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ïî äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ðàçìåðíîñòè äâà. Öèðêóëÿíòíûå ñåòè îáåñïå÷èâàþò ïðàê-
òè÷åñêèé èíòåðåñ êàê ãðàôî-òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè íàäåæíûõ ñåòåé ñâÿçè ïàðàëëåëüíûõ
ñóïåðêîìïüþòåðíûõ ñèñòåì, êàê îñíîâà ñòðóêòóðû â ìîäåëè ìàëîãî ìèðà, â íåéðîííûõ
è îïòè÷åñêèõ ñåòÿõ. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû
äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ (îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè) ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ îïèñàíèé ñåìåéñòâ ñåòåé. Àëãîðèòì ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà êîìáèíèðóåò ïðåèìó-
ùåñòâà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îñíîâàí íà ýâî-
ëþöèîííîì âû÷èñëåíèè, òåìïëåéòàõ ðåøåíèÿ è ìíîæåñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
Ïðåäñòàâëåíî áîëåå 70 íîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ðàçìåðíîñòè
äâà ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé, ïîëó÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîðèåíòèðîâàííûå äâóìåðíûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè, äèàìåòð, ýâîëþöè-
îííûå àëãîðèòìû

1. Ââåäåíèå

Öèðêóëÿíòíûå ñåòè (ãðàôû) è èõ ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíûõ
èññëåäîâàíèé (ñì. îáçîðû [1, 2, 3]). Îíè èñïîëüçóþòñÿ â ïðîåêòèðîâàíèè îïòè÷åñêèõ ñåòåé,
ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ è ðàñïðåäåë¼ííûõ âû÷èñëåíèÿõ, ðåàëèçîâàíû êàê êîììóíèêàöèîííûå
ñåòè â ðÿäå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ è ìóëüòèïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåì. Öèð-
êóëÿíòíûå ñåòè è èõ îáîáùåíèÿ [4] ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñî-
âåðøåííûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè [5], â ìîäåëè ¾ìàëîãî ìèðà¿ (small-world networks)
[6, 7], â êëåòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ [8], ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âûñîêèìè ïîêàçàòåëÿìè íàä¼æíîñòè,
íàðàùèâàåìîñòè, ìîäóëüíîñòè è ñâÿçíîñòè ýòèõ ãðàôîâ.

Ïóñòü N è s1, s2, . . . , sk , � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 ≤ s1 < s2 <
< . . . < sk < N . Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ; S) , ãäå S = {s1, s2, . . . , sk} , ñ ìíîæåñòâàìè
âåðøèí V = {0, 1, . . . , N − 1} è ð¼áåð E = {(i, j) : |i − j| ≡ sm (mod N), m = 1, . . . , k} ,
íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ñåòüþ, ýëåìåíòû ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà S � îáðàçóþùèìè,
k � ðàçìåðíîñòüþ, N �ïîðÿäêîì ãðàôà.

Ïðèìåð öèðêóëÿíòà ðàçìåðíîñòè 2 ïîêàçàí íà ðèñ. 1.
Âàæíûìè ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ äèàìåòð è ñðåäíåå ðàññòîÿíèå

(îöåíèâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíóþ è ñðåäíþþ ñòðóêòóðíûå çàäåðæêè â ñåòè, à òàêæå
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîëëåêòèâíûõ îáìåíîâ â ñèñòåìå). Äèàìåòðîì ãðàôà G = (V, E) íàçûâà-
åòñÿ

d(G) = maxi,j∈V d(i, j) ,

∗Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà �14-01-00031.
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Ðèñ. 1. Öèðêóëÿíò C(18; 1, 7)

ãäå d(i, j) �äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j . Èçâåñòíî (ñì. ññûëêè â [1]),
÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà âåðøèí â öèðêóëÿíòàõ ðàçìåðíîñòè äâà
ñ äèàìåòðîì d ðàâíà

Nd = 2d2 + 2d + 1.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ ïîëó÷åíà â [9]:

D(N) = d(−1 +
√

2N − 1)/2e.

Ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ãðàôà ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ dav = 1
N(N−1)

∑
i,j∈V

d(i, j) . Êàê ïîêàçà-
ëè èññëåäîâàíèÿ, íàèëó÷øèìè ñòðóêòóðàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè, íàä¼æíîñòè, ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ñàìîäèàãíî-
ñòèðóåìîñòè è äð.), ïðè îäèíàêîâîì ÷èñëå âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé è ëèíèé ñâÿçè ó êàæäîãî
ìîäóëÿ, ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðû ñ ìèíèìàëüíûìè äèàìåòðîì è ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì (ñì. ññûë-
êè â [1]). Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò â
ïîèñêå ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíûì äèàìåòðîì è/èëè ìèíèìàëüíûì ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ñðåäè
ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ ñ çàäàííûìè ñòåïåíüþ è ÷èñëîì âåðøèí.

Öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(N ; S) íàçîâ¼ì îïòèìàëüíûì, åñëè d(C(N ; S)) = D(N) , è ñóáîïòè-
ìàëüíûì, åñëè d(C(N ; S)) = D(N)+1 . Öèðêóëÿíòíûé ãðàô íàçîâåì ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûì,
åñëè ãðàô äîñòèãàåò òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíèö äèàìåòðà è ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ. Òàêèå îïòèìàëü-
íûå ãðàôû, âçÿòûå â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè, èìåþò âûñîêèå îòêàçîóñòîé÷èâîñòü è ñêîðîñòü
êîììóíèêàöèé, ìèíèìàëüíóþ çàäåðæêó è ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíîñòü è íàä¼æíîñòü.

Ñëó÷àé k = 2 øèðîêî èçó÷àåòñÿ áëàãîäàðÿ ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì. Â [9] äîêàçàíî,
÷òî íåîðèåíòèðîâàííûå öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ëþáîãî ïîðÿäêà N ìîãóò èìåòü îäíîâðåìåííî
è ìèíèìàëüíûé äèàìåòð D(N) , è ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå, è äàíî èõ àíàëèòè÷åñêîå
îïèñàíèå: ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûé äâóìåðíûé öèðêóëÿíò ïîðÿäêà N > 4 åñòü

C(N ; d, d + 1), ãäå d = [(−1 +
√

2N − 1)/2],

[x] �áëèæàéøåå öåëîå ê x . Íàéäåííûå îïòèìàëüíûå äâóìåðíûå öèðêóëÿíòû èíòåíñèâíî
èçó÷àëèñü â êà÷åñòâå òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñåòåé ñâÿçè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì âûñîêîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè (ñì. ññûëêè â [1]), à òàêæå â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñîâåð-
øåííûõ ãðóïïîâûõ êîäîâ [5].

Èç çàäàííîãî îïèñàíèÿ öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà C(N ; s1, s2) , â ÷àñòíîñòè èç îïèñàíèÿ âèäà
(N ; d, d+1) , ìîæíî ïîëó÷èòü âñå èçîìîðôíûå îïèñàíèÿ, óìíîæèâ si ∈ S , i = 1, 2 , íà ýëåìåí-
òû t ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N , íå ïðåâîñõîäÿùèå bN/2c , è âçÿâ â êà÷åñòâå
íîâûõ îáðàçóþùèõ s′i îñòàòêè îò äåëåíèÿ tsi íà N , åñëè îíè íå áîëüøå bN/2c , èëè äîïîë-
íåíèÿ ýòèõ îñòàòêîâ äî N â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ê ñîæàëåíèþ, äàííûé ìåòîä íå âñåãäà ìîæíî
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èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ ãðàôîâ ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé, òàê
êàê äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé N îíè èëè íå ñóùåñòâóþò, èëè íå èçîìîðôíû îïèñàíèþ âèäà
(N ; d, d + 1) .

2. Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ
ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé

Äâóìåðíûå öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé s1 = 1 (double-loop networks
[2, 3, 10, 11, 12]) ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ êîììóíèêàöèé â ëîêàëüíûõ ñåòÿõ è àðõèòåê-
òóðàõ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè. Íåêîòîðûå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ, îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå,
èçó÷àþòñÿ êàê ñåòè ñâÿçè ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåì ñ ðàññìîòðåíèåì èõ êîììóíèêàòèâíûõ
ñâîéñòâ (àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè, âëîæèìîñòè â ÑÁÈÑ è äð.). Íàïðèìåð, àêòèâíî èññëå-
äîâàëîñü [1] ïåðâîå ñåìåéñòâî ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì îïèñàíèåì,
ïîëó÷åííîå â [13] è çàòåì ïåðåîòêðûòîå â ðÿäå çàðóáåæíûõ ðàáîò:

{C(2d2 + 2d + 1; 1, 2d + 1)| d ≥ 1}.

Â [14] àâòîðû ïîñòàâèëè ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: êëàññèôèöèðîâàòü âñå çíà÷åíèÿ N , äëÿ êîòî-
ðûõ ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûå (îïòèìàëüíûå) äâóìåðíûå öèðêóëÿíòû ïîðÿäêà N ñ åäèíè÷íîé
îáðàçóþùåé ñóùåñòâóþò.

Â ðàáîòàõ [10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20] è äð. ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû
ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ïîëó÷åíû áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì
îïèñàíèåì. Â [14] íàéäåíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà ãðàôà C(N ; 1, s) è íà å¼ îñíîâå ïîëó÷å-
íî 16 áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà
s = 2d + α :

{C(2d2 + kd + h; 1, 2d + k − 1)| d > 3},
ãäå (k, h) =(2,1), (2,2), (2,3), (3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3), (5,2), (5,3), (6,3);

{C(2d2 + kd + h; 1, 2d + k − 3)| d > 3},

ãäå (k, h) =(3,-1), (3,0), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (4,3), (5,3), (5,4), (6,5).
Â [16] îïèñàíû áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ çàäàííîé îáðàçóþùåé s

è èõ äèàìåòðû: ïóñòü l ≥ 1 , m ≥ −l + 1 , òîãäà d(C(N ; 1, s)) = l + dm/2e , ãäå s = 2l + 1 ,
N = Nl + ms , èëè s = 2l , N = 2l2 + l + ms . ×àñòü ãðàôîâ èç îïèñàííûõ ñåìåéñòâ ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè. Èñïîëüçóÿ äàííûé ðåçóëüòàò, àâòîð íàø¼ë ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ
âåëè÷èí N ìîùíîñòè O(

√
d) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà Nd−1 < N ≤ Nd , äàþùèõ îïòèìàëüíûå

ãðàôû C(N ; 1, s) ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 2d± α .
Â [12] èçó÷åíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ (çäåñü d �äèàìåòð ãðà-

ôà):
{C(2d2; 1, (d− 1)2)| d ≡ 3 (mod 4)};
{C(2d2; 1, (d + 1)2)| d ≡ 1 (mod 4)}.

Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ãðàôîâ èç 2d × d ïðÿìîóãîëüíûõ ñêðó÷åííûõ òîðîâ
(rectangular twisted torus), è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åí äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïàðíîé
ìàðøðóòèçàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â [12] ñåìåéñòâà íàéäåíû ðàíåå â ðàáîòå [21].
Â [17, 18] èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ, îïèñàííûå â [16]:

{C(2d2 − d; 1, (2d− 1)k − 1)| d ≥ 5};

{C(2d2 + d; 1, (2d + 1)k − 1)| d ≥ 5};
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{C(2d2; 1, 2kd− 1)| d ≥ 3},

ãäå 1 ≤ k < d/2 è íîä(d, k) = 1 . Ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ýòèõ ãðàôîâ èç ñêðó÷åííûõ òîðîâ, è íà
åãî îñíîâå äàíû ïðîñòûå àëãîðèòìû ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè. Â [19] èññëåäîâàí âîïðîñ, êàêèå
ãðàôû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà äâóõ öèêëîâ, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè
öèðêóëÿíòàìè. Òàêèõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ íàéäåíî âñåãî òðè: ãðàôû Cd × C2d−1 , èçîìîðôíûå
ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûì öèðêóëÿíòàì

{C(2d2 − d; 1, 4d− 1)| d ≡ 1 (mod 2)};

ãðàôû Cd × C2d+1 , èçîìîðôíûå ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûì öèðêóëÿíòàì

{C(2d2 + d; 1, 4d + 1)| d ≡ 1 (mod 2)},

è, íàêîíåö, ãðàôû Cd × C2d+3 , èçîìîðôíûå îïòèìàëüíûì öèðêóëÿíòàì ñ ÷èñëîì âåðøèí
N = 2d2 + 3d , ãäå d ≡ 1 (mod 2) .

Íîâûé øàã â îáëàñòè èçó÷åíèÿ îïòèìàëüíîñòè ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñäåëàí â [10, 20]: ïî-
ëó÷åíà ôîðìóëà äèàìåòðà ãðàôîâ C(N ; 1, s) äëÿ ïîäêëàññà çíà÷åíèé N , ãäå 2d2 + d < N <
Nd − 1 , d > 1 . Èñïîëüçóÿ å¼, àâòîðû íàøëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ îïòèìàëüíîãî îïèñàíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòà ïîðÿäêà N ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé
è ïîëó÷èëè 6 íîâûõ îïòèìàëüíûõ è 5 ñóáîïòèìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ äâóìåðíûõ öèð-
êóëÿíòíûõ ãðàôîâ â ðàññìîòðåííîé îáëàñòè çíà÷åíèé N , à òàêæå àëãîðèòìû ïàðíîé ìàðøðó-
òèçàöèè [11].

Â [16] âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ïðîâåðåííàÿ äëÿ âñåõ N ≤ 8 · 106 , ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ñóá-
îïòèìàëüíûå äâóìåðíûå öèðêóëÿíòû ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
N . Â öåëîì, ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè âñåõ çíà÷åíèé N , äëÿ êîòîðûõ îïòèìàëüíûå ãðàôû
C(N ; 1, s) ñóùåñòâóþò, îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Ïðîäâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ýâîëþöè-
îííîãî ñèíòåçà, àâòîðû ïîëó÷èëè íîâûå, îòëè÷íûå îò âñåõ èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå, ñåìåéñòâà
ïðåäåëüíî îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ; 1, s) ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè. Ðàçðàáî-
òàííûé ìåòîä ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü íîâûå ñåìåéñòâà öèðêóëÿí-
òîâ òàêæå ñ äðóãèìè îáðàçóþùèìè, â ÷àñòíîñòè ñ êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè, ÷òî ïëàíè-
ðóåòñÿ âûïîëíèòü â áóäóùåé ðàáîòå.

3. Àëãîðèòì ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñ ìèíèìàëüíûì
äèàìåòðîì è/èëè ìèíèìàëüíûì ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê èëè ïî-
èñê â øèðèíó, à òàêæå ïåðåáîðíûå è ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé
íà çàäàíèè òåìïëåéòîâ è èñïîëüçóþùèé ýâîëþöèîííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðåäëîæåí â [22] è èñ-
ïîëüçîâàí â [23, 24, 25] äëÿ ñèíòåçà ãðàôîâ. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ýâîëþöèîííîãî ñèíòå-
çà èíòåãðèðîâàë ïðåèìóùåñòâà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
è áûë ïðèìåí¼í äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïåðåîòêðûòèÿ è îòêðûòèÿ íåêîòîðûõ ãðàôîâûõ, âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ è êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ýâîëþöèîííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàä ìíîæåñòâàìè àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé ãðàôîâ (ôîðìóë), îñíîâàííûõ
íà åñòåñòâåííîé ñåëåêöèè: âûæèâàåò ¾ñèëüíåéøèé¿. Â íàøåì ñëó÷àå ýòèìè îñîáÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ ãðàôû, èìåþùèå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé äèàìåòð. Ôóíêöèÿ ïðèãîäíîñòè îöåíèâàåò
â äàííîì ñëó÷àå ñóììó îòêëîíåíèé ïîëó÷åííûõ äèàìåòðîâ îò îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ñå-
ìåéñòâà öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñ çàäàííûìè ðàçìåðíîñòüþ, ìíîæåñòâàìè îáðàçóþùèõ è ïî-
ðÿäêàìè.
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Îñîáè ïðåäñòàâëåíû ñòðîêàìè ôóíêöèé (àíàëèòè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè ïîðÿäêîâ è îáðà-
çóþùèõ èëè õðîìîñîìîé). Êàæäàÿ ïîïóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîðÿäêîâ è îáðàçóþùèõ
N(d) , s(d) , äëÿ ñåìåéñòâà ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ äèàìåòðàìè â äèàïàçîíå dmin ≤ d ≤ dmax .
Íà îñíîâå àíàëèçà ñòðóêòóð èçâåñòíûõ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ áûëè ïðåäëî-
æåíû ñëåäóþùèå äâà îáîáù¼ííûõ øàáëîíà (òåìïëåéòà) äëÿ ôóíêöèé s(d) è N(d) .

Øàáëîí äëÿ ôóíêöèé s(d) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s(d) = p · d + sg1 · q,

ãäå: p, q ∈ {C} , C �ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ êîíñòàíò, sgj ∈ {+,−} , j = 1, 2, 3 .
Øàáëîí äëÿ ôóíêöèé N(d) èìååò âèä:

N(d) = 2d2 + sg2 · [(a/b) · d]tr + sg3 · e,

ãäå: a, b, e ∈ {C} , dmin ≤ d ≤ dmax , tr ∈ {dxe, bxc}�òèï îêðóãëåíèÿ.
Èñïîëüçóÿ äàííûå øàáëîíû, ïîðîæäàåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé s(d)

è N(d) è ìîæåì ïðîèçâîäèòü èõ îöåíèâàíèå è ìîäèôèêàöèè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèé d è ïàðàìåòðîâ Π = {a, b, e, p, q, sg, tr} ìîæåì âû÷èñëÿòü ôóíêöèè s(d)
è N(d) äëÿ C(N ; 1, s) .

Â àëãîðèòìå ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F îöåíèâàåò ñóììó êâàäðàòîâ îò-
êëîíåíèé äëÿ ñåìåéñòâà òåñòèðóåìûõ ãðàôîâ îò äèàìåòðà D(N) îïòèìàëüíîãî ãðàôà (äëÿ d
îò dmin äî dmax , íà îñíîâå äàííîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñåìåéñòâà òåñòèðóåìûõ ãðàôîâ,
äèàìåòð d(G) âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî d ≡ i (mod m) , ãäå i, m � çàäàííûå ïàðàìåòðû):

F =
∑

dmin≤d≤dmax

(d(C(N ; 1, s))−D(N))2.

Äàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò êà÷åñòâî àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàôà G(N ; 1, s)
è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé C(N ; 1, s) .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû àëãîðèòìà ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà. Îïåðàòîð ìóòàöèè ïðèìåíÿåò-
ñÿ ê îñîáÿì, ñëó÷àéíî âûáðàííûì èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ pm ∈ [0, 1] . Ìóòàöèÿ
ñîñòîèò â ñëó÷àéíîì èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Π îïèñàíèÿ îñîáè íà äðóãóþ, ñëó÷àéíî
âûáðàííóþ âåëè÷èíó èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Îïåðàòîð êðîññîâåðà (ñêðåùèâàíèÿ) ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì îñîáÿì (ðîäèòåëÿì), ñëó÷àéíî
âûáðàííûì èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ pc ∈ [0, 1] . Êðîññîâåð ñîñòîèò â ïîðîæäå-
íèè äâóõ íîâûõ îñîáåé ïóò¼ì îáìåíà ÷àñòÿìè õðîìîñîì ðîäèòåëåé.

Îïåðàòîð ñîçäàíèÿ íîâîãî ýëåìåíòà (îñîáè) ñîñòîèò â ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ øàáëîíîâ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ñåìåéñòâî ãðàôîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîáàâèòü ýëå-
ìåíò ñëó÷àéíîñòè ïðè ñîçäàíèè ïîïóëÿöèè.

Îïåðàòîð ñåëåêöèè (îòáîðà) ðåàëèçóåò ïðèíöèï âûæèâàíèÿ íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ
îñîáåé. Îí âûáèðàåò íàèëó÷øèõ îñîáåé ñ ìèíèìàëüíûìè äèàìåòðàìè (îïèñàíèÿ íàèëó÷øèõ
ñåìåéñòâ ãðàôîâ C(N ; 1, s)) â òåêóùåé ïîïóëÿöèè.

Â àëãîðèòìå ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, íàïðàâëåííûé
íà ïîèñê îïòèìóìà çàäàííîé öåëåâîé ôóíêöèè F , îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àëãîðèòì
íà÷èíàåòñÿ ñ ãåíåðàöèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè. Âñå îñîáè â ýòîé ïîïóëÿöèè ñîçäàþòñÿ ñëó÷àé-
íî, çàòåì îòáèðàþòñÿ íàèëó÷øèå îñîáè è çàïîìèíàþòñÿ. Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîïóëÿöèè ñëåäóþùåãî
ïîêîëåíèÿ (ñëåäóþùåé èòåðàöèè), íîâûå îñîáè ôîðìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåíåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé ñåëåêöèè (îòáîðà), ìóòàöèè, êðîññîâåðà è äîáàâëåíèÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ (äëÿ ñîõðàíåíèÿ
ðàçíîîáðàçèÿ ïîïóëÿöèè). Ïîñëå îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ êàæäîé îñîáè â ïîêîëåíèè îò-
áèðàþòñÿ ëó÷øèå. Èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ ëèáî ïîñëå èñïîëíåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà øàãîâ
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T = t , ëèáî ïîñëå íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñåìåéñòâà ãðàôîâ â äàííîì äèàïàçîíå äèàìåò-
ðîâ d . Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà, ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé s(d) è N(d) ,
êîòîðûå îïèñûâàþò ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ (èëè áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì) ãðàôîâ C(N ; 1, s) .

4. Íîâûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ
ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ s îò ïîðÿäêà ãðàôà C(N ; 1, s) .
Ïîðÿäîê ãðàôà èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå Nd−1 < N ≤ Nd , ãäå d = 50 . Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
N , N49 < N ≤ N50 , îòìå÷åíû âñå åãî îïòèìàëüíûå îáðàçóþùèå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ïîëíîãî ïåðåáîðà.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ s îò ïîðÿäêà N ãðàôà C(N ; 1, s) , 4901 < N ≤ 5101

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íèæíèé äèàïàçîí ïðåäñòàâëåííûõ çíà÷åíèé îáðàçóþ-
ùèõ s , ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûì îáðàçóþùèì. Ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçó-
þùèìè âèäà s = 2d ± α , ñîîòâåòñòâóþùèìè íèæíåé ëèíèè íà ðèñ. 2, èññëåäîâàíû â ðà-
áîòàõ [14, 16, 17, 18]. Ëèíåéíûå îáðàçóþùèå ñ íå÷¼òíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè d , êàê áûëî
çàìå÷åíî ïðè ïîëíîì ïåðåáîðå îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ N , íå äàþò óñòîé÷è-
âûõ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ íà áîëüøèõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ äèàìåòðà. Ïîýòîìó íà ïåðâîì
ýòàïå ïðèìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ìåòîäà ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ èññëåäîâà-
ëîñü ïîëó÷åíèå áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
ñ ÷¼òíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè d , áîëüøèì äâóõ.

Àëãîðèòì ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà ñåìåéñòâ áûë ïðèìåí¼í äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ ãðàôîâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ; 1, s) . Ïðåäåëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé ðàâíî 1000, ðàçìåð ïî-
ïóëÿöèè ðàâåí 100, pm=0.15, pc=0.7, óêàçàííûå ïàðàìåòðû âûáèðàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûì
ïóò¼ì. Äèàìåòð òåñòèðóåìûõ öèðêóëÿíòîâ ìåíÿëñÿ íà äèàïàçîíå îò d = 11 äî d = 50 .
Ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ýâîëþöèîííîãî ñèíòåçà áûëî ïîëó÷åíî áîëåå 70 íîâûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ. Îïèñàíèÿ ïîëó÷åííûõ ñåìåéñòâ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ
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1 � 4: ñ îáðàçóþùèìè âèäîâ s = 4d± α (òàáë. 1 è 2) è s = 6d± α (òàáë. 3 è 4). Ïðèâåä¼ííàÿ
íà ðèñ. 1 öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü ïîëó÷àåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà
òàáë. 2 (îïèñàíèå âèäà (2d2; 1, 4d− 1)) ïðè çíà÷åíèè äèàìåòðà d = 3 .

Ò à á ë è ö à 1. Íîâûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé âèäà
s = 4d + α

s N
d ≡ 0 (mod 2) dmin d ≡ 1 (mod 2) dmin

4d 2d2 ± 3d/2 4 2d2 ± dd/2e 3
2d2 − 3d/2 + 1 4 2d2 − bd/2c 3

4d + 1 2d2 − d 4 2d2 3
2d2 − d− 1 4 2d2 + d 3

4d + 2 2d2 − d/2 4 2d2 + bd/2c 3
2d2 − d/2− 1 4 2d2 + d3d/2e 3
2d2 − 3d/2− 1 4
2d2 − 3d/2− 2 8

4d + 3 2d2 − 1 4 2d2 + d 3
2d2 − d− 1 4
2d2 − d− 2 4

4d + 4 2d2 + d/2− 1 4 2d2 + b3d/2c 3
2d2 − d/2− 2 4 2d2 − d3d/2e − 2 9
2d2 − d/2− 3 4 2d2 − d3d/2e − 3 11

4d + 5 2d2 − 3 4 2d2 − d− 4 7
4d + 7 2d2 − d− 8 11
4d + 8 2d2 − 3d/2− 10 6 2d2 − dd/2e − 9 9

Ò à á ë è ö à 2. Íîâûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé âèäà
s = 4d− α

s N
d ≡ 0 (mod 2) dmin d ≡ 1 (mod 2) dmin

4d− 1 2d2 3
2d2 − d 3

4d− 2 2d2 + d/2− 1 2 2d2 − bd/2c 3
2d2 + 3d/2− 1 2 2d2 − dd/2e 3

2d2 − b3d/2c 3
2d2 − d3d/2e 5

4d− 3 2d2 − 1 2 2d2 − d 3
4d− 4 2d2 − d/2− 2 4 2d2 − d3d/2e 3

2d2 + d/2− 2 2 2d2 − b3d/2c 3
4d− 6 2d2 − d/2− 3 4 2d2 + bd/2c − 5 3

2d2 − 3d/2− 2 8
2d2 − 3d/2− 3 10

4d− 8 2d2 − 3d/2− 4 12 2d2 − dd/2e − 7 7
2d2 − 3d/2− 5 14 2d2 + bd/2c − 8 3

4d− 9 2d2 − d− 8 11
4d− 10 2d2 − dd/2e − 10 9

2d2 − d3d/2e − 9 23
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Ïîñëå ýòîãî äëÿ âñåõ íàéäåííûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ áûëà ïðîâåäåíà ïðî-
âåðêà íà ñóùåñòâîâàíèå íà äèàïàçîíå äèàìåòðîâ îò d = 2 äî d = 3000 (äî N = 18 · 106 )
ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû àíàëèçà ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê [26]. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè îòðà-
æåíû â ïðèâåä¼ííûõ òàáëèöàõ. Ïîñëå îïèñàíèÿ ôîðìóë äëÿ ïàðàìåòðà N óêàçàíû ìèíèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðîâ dmin , íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîëó÷åííûå îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ.

Ò à á ë è ö à 3. Íîâûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé âèäà
s = 6d + α

s N
d ≡ 0 (mod 3) dmin d ≡ 1 (mod 3) dmin d ≡ 2 (mod 3) dmin

6d 2d2 − 5d/3 6 2d2 − bd/3c 4 2d2 ± dd/3e 5
2d2 + 5d/3 3 2d2 − b5d/3c 5

6d + 1 2d2 − 4d/3 6 2d2 4 2d2 5
2d2 + d2d/3e 4 2d2 − d4d/3e 5

6d + 2 2d2 − d 6 2d2 + d 4 2d2 ± d 5
2d2 − d− 1 6 2d2 + bd/3c 4 2d2 − d− 1 5
2d2 − 5d/3− 1 9 2d2 − b5d/3c − 1 5

6d + 3 2d2 − 2d/3− 1 6 2d2 − d4d/3e − 1 5
2d2 − 4d/3− 1 6 2d2 + d4d/3e 5

2d2 − b2d/3c − 1 5
2d2 + b2d/3c 5

6d + 4 2d2 − d− 1 6 2d2 + d 4 2d2 − d− 1 5
2d2 − d− 2 6 2d2 + d5d/3e 4 2d2 − d− 2 5
2d2 − d/3− 1 6 2d2 − dd/3e − 1 5

2d2 + d 5
6d + 5 2d2 − 1 6 2d2 + b4d/3c 4 2d2 − b2d/3c − 2 5

2d2 − 2d/3− 2 6
6d + 6 2d2 − d/3− 2 6 2d2 − d5d/3e − 3 16 2d2 ± dd/3e − 2 5

2d2 − 5d/3− 3 15 2d2 + b5d/3c 5
2d2 − 5d/3− 4 18

6d + 7 2d2 − 3 6 2d2 − b4d/3c − 4 10 2d2 − 3 5
2d2 − 4d/3− 4 9

6d + 8 2d2 − d− 5 9 2d2 − d5d/3e − 5 22 2d2 + d− 2 5
2d2 + d/3− 3 6 2d2 − d5d/3e − 6 25
2d2 − 5d/3− 6 24

Íàïðàâëåíèÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé âêëþ÷àþò ñèíòåç îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ äâóìåðíûõ
öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñ äðóãèìè ëèíåéíûìè è êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè, òåîðåòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ñåìåéñòâ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé äëÿ
ëþáûõ äèàìåòðîâ, ïîëó÷åíèå íîâûõ ñåìåéñòâ ñåòåé íà îñíîâå êîìïîçèöèè èçâåñòíûõ ñòðóê-
òóð ñèñòåì èíôîðìàòèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé.
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Ò à á ë è ö à 4. Íîâûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé âèäà
s = 6d− α

s N
d ≡ 0 (mod 3) dmin d ≡ 1 (mod 3) dmin d ≡ 2 (mod 3) dmin

6d− 1 2d2 4 2d2 5
2d2 + b4d/3c 4

6d− 2 2d2 − d 4 2d2 − d 5
2d2 − bd/3c 4 2d2 − dd/3e 5
2d2 + d5d/3e − 1 4

6d− 3 2d2 + 2d/3− 1 3 2d2 − b4d/3c 4 2d2 − d4d/3e 5
2d2 + 4d/3− 1 3 2d2 − d2d/3e 4 2d2 − b2d/3c 5

6d− 4 2d2 + d/3− 1 3 2d2 − d5d/3e 4 2d2 − d 5
2d2 − d5d/3e+ 1 4 2d2 − b5d/3c 5
2d2 + bd/3c − 1 4

6d− 5 2d2 − b4d/3c 4 2d2 − d4d/3e 5
2d2 + d2d/3e − 2 4

6d− 6 2d2 ± d/3− 2 3 2d2 − d5d/3e 4 2d2 − b5d/3c 5
2d2 ± bd/3c − 2 4 2d2 − b5d/3c − 1 8

6d− 8 2d2 − d− 2 6 2d2 − bd/3c − 3 4 2d2 + d− 5 5
2d2 − d/3− 3 3

6d− 11 2d2 − 7 3 2d2 − b4d/3c − 4 10 2d2 − 7 5
2d2 − 4d/3− 4 9
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Evolutionary synthesis of optimal two-dimensional circulant networks families

Monakhova E.A., Monakhov O.G.

Solution of the optimization problem of constructing optimal diameter two-dimensional circulant
networks families is investigated. Circulant networks provide a practical interest as graph-
theoretical models of reliable communication networks of parallel supercomputer systems,
as basis of structures in the model of the ¾small world networks¿, in neural and optical networks.
The developed approach uses evolutionary algorithms for an automatic generation of analytic
(described by formulas) parametric descriptions of networks families. Evolutionary synthesis
algorithm combines the advantages of genetic algorithms and genetic programming and is based
on evolutionary computation, template solutions and a set of experimental data. More than
70 new families of optimal two-dimensional circulant networks with unit generator, obtained
by the evolutionary algorithm, are presented.

Keywords: undirected double-loop networks, diameter, evolutionary algorithms.


