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Предложен метод универсального кодирования для множества источников, состоящего 

из объединения счётного числа множеств. Показано, что предложенное кодирование объ-

единения марковских источников с конечной памятью является асимптотически опти-

мальным. Кроме того, установлено, что предложенное кодирование — слабо универсаль-

ное для множества стационарных источников. 
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1. Введение 
 

Проблема сжатия (кодирования) информации [1] относятся к фундаментальным в обла-

сти инфокоммуникаций. В книге В. Г. Хорошевского [2] отмечено, что решение этих про-

блем значимо и при создании большемасштабных распределённых вычислительных систем. 

В таких системах метода сжатия информации, как правило, используют параллельные ин-

формационно-вычислительные технологии. 

В настоящей работе исследуется вопрос о кодировании информации, порождённой неиз-

вестным источником из объединения некоторого числа источников буквами выходного (ко-

дового) алфавита, имеющими различные длительности. Для букв, имеющих равные длитель-

ности, эта задача впервые рассмотрена в [3]. Задача кодирования неравнозначными буквами 

последовательности, порождённой известным источником, впервые рассмотрена в [1]. 

В дальнейшем вопросы кодирования сообщений, порождённых известным источником, 

неравнозначными символами рассматривались в [4–6].  

Кодирование сообщений, порождённых неизвестным источником, буквами алфавита 

с равнозначными длительностями символов впервые рассмотрено в [7]. Кодирование сооб-

щений, порождённых неизвестным источником, получило название универсального кодиро-

вания. Точная постановка задачи универсального кодирования сделана в [8]. Универсальное 

кодирование равнозначными символами для различных множеств источников и для различ-

ных типов кодирований интенсивно изучалось как у нас в стране, так и за рубежом. Кроме 

упомянутых работ отметим [9–14]. Наиболее полная библиография по этому вопросу содер-

жится в [9, 15, 16]. В частности, в [8] предложен метод универсального кодирования бернул-

лиевских источников и доказана его асимптотическая оптимальность. В [13] предложен ме-

тод универсального кодирования для множества источников с конечной памятью, а в [11] 

доказана его асимптотическая оптимальность. В [17, 18] авторами предложен метод универ-

сального кодирования бернуллиевских и марковских источников неравнозначными симво-
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лами и доказана их асимптотическая оптимальность. Как и в случае равнозначности дли-

тельности букв кодового алфавита, платой за незнание источника является множитель, про-

порциональный log N (здесь и далее log x = log2x, 0log0 = 0, N — длина кодируемого блока). 

В настоящей работе предложен метод кодирования средними для объединения различ-

ных множеств источников. Показано, что предложенное кодирование является слабо универ-

сальным для множеств стационарных источников. 

 

 

 

2.  Основные определения. Постановка задачи 
 

Изучение методов кодирования информации с целью уменьшения занимаемого ею объё-

ма является актуальной задачей информатики. Данная работа посвящена изучению опти-

мальных методов сжатия информации, порождённой неизвестным дискретным стационар-

ным источником, буквами выходного алфавита, которые имеют различные стоимости. 

Рассмотрим источник сообщений  , генерирующий последовательность из букв неко-

торого конечного алфавита },...,,{ 21 kxxxX  .  

Последовательность должна быть закодирована и передана по каналу связи.  Для реше-

ния нашей задачи оптимального кодирования разобьём исходящую последовательность букв 

источника на блоки (слова) фиксированной длины N . Процедура кодирования источника 

заключается в том, что каждому блоку 
NXw  ставится в соответствие некоторое кодовое 

слово Yw)(  из букв кодового алфавита },...,,{ 21 myyyY  (как обычно Y  обозначает 

множество всевозможных последовательностей из элементов множества Y ). Кодирование, 

при котором блокам источника ставится в соответствие кодовое слов нефиксированной дли-

ны, называется, равномерным по входу. Разные буквы кодового алфавита имеют разную 

длительность или, другими словами, стоимость передачи: )( jj ytt  , mj ,1 . Таким обра-

зом, каждому кодовому алфавиту можно поставить в соответствие вектор длительностей 

букв  1 2, , ,Y mt t t t ,   ( )( jj ytt  , mj ,1 ). 

В частности, длительности кодовых символов могут быть одинаковы, в этом случае со-

ответствующий алфавиту вектор обозначим  1 1,1, ,1

m

t  . 

Самым популярным примером кода с неравными длительностями является код Морзе, 

актуальность которого не теряется и в наше время — на основе кода Морзе созданы широко 

используемые штрих-коды. 

 Длительностью кодового слова будем считать величину, равную сумме длительностей 

входящих в слово букв:  

    
 

,


 Y

y w

l w t t y


 . 

Стоимость кодирования определяется как отношение средней длительности кодового 

слова к средней длительности слова источника и в рассматриваемом случае принимает вид: 

       
1

, , , ,



  
N

Y Y

w X

L N t p w l w t
N

  ,  

где  p w  — вероятность слова w, порождённого источником Θ. Эффективность кодирова-

ния φ определяется его избыточностью ( , , , ) YR N t , определяемой равенством 

 ( , , , ) ( , , , ) ( ) ( )    Y Y YR N t L N t H C t  .  



32 В.К. Трофимов, Т.В. Храмова 
 

Здесь ( )H  — энтропия источника Θ, определяемая обычным образом [19, 20],  

( )YC t  — пропускная способность канала без шума [1, 6], вычисляемая по формуле 

  0( ) logY YC t t , 

где  0 Yt  — наибольший положительный корень уравнения 1 2 ... 1
 

   mtt t   . 

 Избыточность универсального кодирования  , , YR N t  множества источников   

определяется равенством 

    , , inf sup , , ,





  Y YR N t R N t .  

 

 

 

3. Адаптивное кодирование  

для объединения различных множеств источников 

 
Сформулируем и докажем утверждение, которое позволит строить коды, адаптивные 

по множеству классов источников. 

Лемма . Если множество источников 
0





 k
k

W W  и для каждого из множеств 
kW   

известно оптимальное кодирование φ
(k)

,
 
k=1,2,…, то существует такое кодирование φ,  

что для любого источника  kW  выполняется неравенство 

 
*2log

( , , , ) ( , , )    Y Y

k T
R N t R N t

N N
 ,  

где  
*T  — постоянная, не зависящая от N. 

 

Доказательство.  Кодирование φ
(k)

 дешифруемо, поэтому для чисел  ( )( ),k
Yl w t  вы-

полняется неравенство Макмиллана 

 
   ( )

0( ), log
2 1, 1,2,...




 
k

Y Y

N

l w t t

w X

k
 

.  

Рассмотрим кодирование φ, которое каждому слову ,  Nw w X , ставит в соответствие слово 

φ(w) длительности  ( ), Yl w t :  

 
 

 

   ( ) ( ), log 0

2
0

1
( ), log 2

1

 



 
  
  


kl w t tY Y

Y

k

l w t
k

 

 
,  

здесь λ — нормирующий множитель. 

 Из определения  ( ), Yl w t  имеем 
   0( ), log

2 1




 Y Y

N

l w t t

w X

 
, значит, как следует 

из алгоритма описанного в [18], можно построить кодирование с длительностями кодовых 

слов  ( ), Yl w t , отличающееся от  ( ), Yl w t  на равномерно ограниченную постоянную 
*T , 

т.е. для любого слова ,  Nw w X  выполняется неравенство 
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     *
( ), ( ), Y Yl w t l w t T  .  

Покажем, что кодирование φ является искомым для источника  : 

    
 

1 ( )
( , , , ) ( ),




    

N

Y Y
Yw X

H
R N t p w l w t

N C t
    

      

 

( ) *
( ), 1

2
0

1 1 ( )
log 2

( 1)






 

   
      

 
 

k

Y Y

N

l w t C t

Yw X k

H T C
p w

N C t Nk


   

    
 

0( )
0

1 ( )
( ),




   

N

k
Y

Yw X

H
p w l w t

N C t
   

 
   ( )( ) 0

0

0

2
( ), ( ),0

2

( 1)1
log 1 2

( 1)

 



 

  
       

    
 

kk

Y Y

N

l w t l w t

w X k k

k
p w

N k

 
 

*
1 0log 2log( 1)

.
   


T C k

N


 

Так как при любых  Nw X  выполняется неравенство  

   ( )( ) 0
0

0

2
( ), ( ),0

2

( 1)
log 1 2 0

( 1)

 



 
    

  


kk

Y Yl w t l w t

k k

k

k

 
,  

то из предыдущего получаем: 

 
 

0

**
( ) 02log 1

( , , , ) ( , , , )


    
k

Y Y

k T
R N t R N t

N N
  . (1) 

Из универсальной оптимальности 0( )k  для множества источников 
0kW  из (1) имеем 

 
 

0

***
( ) 02log 1

( , , , ) ( , , , )


    
k

Y Y

k T
R N t R N t

N N
  , (2) 

где 
***T  не зависит ни от N, ни от k, ни от k0. Из (2) и определения  

0
, ,k YR N W t  следует 

утверждение леммы.  □ 
 

Следует отметить, что предложенное кодирование φ не требует перестройки в зависимо-

сти от выбранного источника: оно само автоматически подстраивается по выбранному ис-

точнику.  

 

 

4. Универсальное кодирование  

для объединения множеств марковских источников 
 

Пусть  k
k

, где k
 — марковские источники с конечной памятью s(k), k =1,2,… . 

Имеет место следующее утверждение. 
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Теорема . Для множества марковских источников 
k

k

   существует такое кодиро-

вание φ, что для любого источника 
0

k
, k0  — произвольное, выполняется асимптоти-

ческое неравенство 

 
0( )

02log( 1)
( , , ) log

2



   

s k

Y

k Ck k
R N N

N N
.  

 

Доказательство.  В работе [17] построен оптимальный метод кодирования марковских 

источников с конечной памятью. Этот метод кодирования позволяет получить для марков-

ских источников связанности s оценку вида: 

 
 

( 1)
( , , ) log

2



   

s

s Y
Y

k k T
R N N

NC t N
, (3) 

которую асимптотически нельзя улучшить. Пусть φ
s
 – кодирование, оптимальное для множе-

ства марковских источников связанности s. В [18] такое кодирование построено. Каждому 

слову u оно ставит в соответствие слово φ
s
(u), имеющее длительность | φ

s
(u) |: 

 *( ) log ( )   s su p u T ,   

где ( )sp u — средняя вероятность слова u по множеству источников s
, при условии, что на 

s
 задано КТ-распределение [15]. Для множества источников   определена средняя веро-

ятность слова u по формуле  

 
( )2 2

1

6 1
( ) ( )







  s k

k

p u p u
k

. (4) 

Очевидно, что если объединение состоит из бесконечного числа источников, 

то ( ) 1



Nu X

p u , в противном случае, ( ) 1



Nu X

p u . Построим разделимое кодирование, 

как это сделано в [18], используя распределение (4), тогда кодирование  φ имеет для слова 

u длительность  

 **( ) log ( )   u p u T . (5) 

В (5) 
**T  — равномерно ограниченная постоянная. Оценим для построенного кодирования 

( , , , ) YR N t . Пусть 
0( )s k

 по определению имеем: 

 
0

**

( )
0

1 ( )
( , , , ) ( ) ( log ( ))

log ( )







 
      

 


N

Y s k
Yu X

H T
R N t p u p u

N t N
. (6) 

 

Согласно (4), (5) из (6) следует 

 

0

00

( )
0

2 ***
( )0

2
( )

1 ( )
( , , , ) ( ) ( log ( ))

log ( )

( )1
( ) log 1 .

( )










 


     

  
      

  
  



 

N

N

Y s k
Yu X

s k

s ku X k k

H
R N t p u p u

N t

p uk T
p u

N p u Nk

. (7) 
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Так как  

   
0 0 0( ) ( ) ( )

0

1 ( )
( ) ( log ( )) , , , , ,

log ( )








        

N

s k s k Y s k Y
Yu X

H T T
p u p u R N t R N t

N t N N
 

(T — равномерно ограниченная постоянная) и 

00

2
( )0

2
( )

( )1
( ) log 1 0

( )


 

 
    

 
 

 
N

s k

s ku X k k

p uk
p u

N p uk
,  

то из (7) получаем: 
0( )( , , , ) ( , , )   Y s k Y

T
R N t R N t

N
.  

 Отсюда и из (3) имеем 
( 1)

( , , , ) .
2 ( )




  
s

Y
Y

k k T
R N t

NC t N  

Теорема доказана. □ 

 

 

5.  Заключение 
 

Предложенное выше кодирование целесообразно применять в том случае, когда избы-

точность кодирования одного класса источников существенно отличается от избыточности 

другого класса источников. 

Например, известно, что кодируемый источник может быть либо бернуллиевским, либо 

марковским связанности s = 20. Если кодировать все источники как марковские источники 

с памятью s = 20, то в [19] показано, что избыточность такого кодирования будет асимптоти-

чески равна 
20( 1)

log
2 ( )




Y

k k
N

NC t
, а кодирование, предложенное в настоящей работе, имеет эту 

избыточность только для марковских источников с памятью s = 20, для бернуллиевских ис-

точников это же самое кодирование будет давать избыточность 
1

log
2 ( ) 1

 


Y

k N L

NC t L
, что 

в 20k  раз меньше. 
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Optimal universal coding sets for combining various sets of sources  

by symbols of unequal duration 

 

V.K. Trofimov, T.V. Khramova 

 

The method of universal coding for sets of sources, consisting of the union of a countable num-

ber of sets is proposed. It is shown that the proposed encoding of Markov’s sources combination 

with finite memory is asymptotically optimal. Furthermore, it was found that the proposed cod-

ing is weakly universal for stationary sources. 
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