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1. Ââåäåíèå

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä îäèí èç àâòîðîâ ýòîé ðàáîòû ïî ïðèãëàøåíèþ Â. Ã. Õîðîøåâñêîãî ÷è-

òàë còóäåíòàì ÑèáÃÓÒÈ êóðñ ¾Òåîðèÿ àâòîìàòîâ¿. ×òåíèå ýòîãî êóðñà íàòîëêíóëî åãî

íà ìûñëü îá èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Íàøà ðàáîòà ïîñâÿùåíà, â îñíîâíîì, ïåðèîäè÷åñêèì ãðóïïàì, íî ìû íå ñîìíåâàåìcÿ,

÷òî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ïðèìåíèìû ê èññëåäîâàíèþ è äðóãèõ áåñêîíå÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ

îáúåêòîâ.

Â îêòÿáðå 1900 ã. Óèëüÿì Á¼ðíñàéä íàïèñàë ïèñüìî Ðîáåðòó Ôðèêå, â êîòîðîì, â ÷àñòíîñòè,

ãîâîðèëîñü ñëåäóþùåå:

¾Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, ñïðàøèâàþ, íå çàäàâàëèñü ëè Âû ñëåäóþùèì âîïðîñîì, à åñëè çàäà-

âàëèñü, ïðèøëè ëè ê êàêîìó-íèáóäü îòâåòó.

Ìîæåò ëè ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé, òàêàÿ, ÷òî ïîðÿäîê êàæ-

äîé èç ýòèõ îïåðàöèé êîíå÷åí è íå ïðåâîñõîäèò äàííîãî ÷èñëà, ñîñòîÿòü èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

îïåðàöèé?

Íàïðèìåð, ïóñòü S1 & S2 � îïåðàöèè è Σ , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïî î÷åðåäè âñå êîìáèíàöèè

ïîâòîðåíèé S1 & S2 , òàêèõ êàê Sa
1S

b
2S

c
1...S

e
2 , òàêîâà, ÷òî Σm = 1 , ãäå m � äàííîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî; âåðíî èëè íåò, ÷òî ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ S1 & S2 , èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê?

Êîíå÷íî, åñëè m ðàâíî 2, ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê 4, à åñëè m ðàâíî 3, ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê

27; íî äëÿ çíà÷åíèé m , áîëüøèõ 3, êàæåòñÿ, ÷òî âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò ñåðü¼çíóþ ñëîæíîñòü

äëÿ ðàññìîòðåíèÿ.¿ (Öèò. ïî [1].)

Â ñëåäóþùåì ïèñüìå Ôðèêå, äàòèðîâàííîì 20 èþíÿ 1901 ã., Á¼ðíñàéä ïèøåò:

¾ß íåäàâíî âåðíóëñÿ ê âîïðîñó, î êîòîðîì ïèñàë Âàì çèìîé, à èìåííî, î äèñêðåòíûõ ãðóï-

ïàõ, îïðåäåë¼ííûõ ðàâåíñòâîì Sm = 1 , ãäå S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëþáóþ è êàæäóþ êîìáèíà-

öèþ èç n íåçàâèñèìûõ ïîðîæäàþùèõ îïåðàöèé A1, A2, ...An ; ãäå m,n �äàííûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà. ß îáíàðóæèë, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà m = 3 , äëÿ äàííîãî n ïîðÿäîê ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í

íåêîòîðîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé... Äëÿ m = 4, n = 2 ÿ ïîñ÷èòàë, ÷òî ïîðÿäîê ðàâåí 212 ...

Â äàííûé ìîìåíò ÿ çàñòðÿë íà ñëó÷àå n = 2 , m = p � ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 3; íî ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøèì, ÷åì pp+2 , è ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåðîÿòíûì,

÷òî îí áîëüøå, åñëè âîîáùå êîíå÷åí.¿ (Öèò. ïî [1].)

Èç ýòèõ ïèñåì ìû âèäèì, ÷òî, ãîâîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, Á¼ðíñàéä èíòåðåñóåòñÿ ñëåäó-

þùèìè äâóìÿ âîïðîñàìè:
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ÂÎÏÐÎÑ 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è G � ãðóïïà, òàêàÿ, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî

ýëåìåíòà èç G ìåíüøå ëèáî ðàâåí n . ßâëÿåòñÿ ëè G ëîêàëüíî êîíå÷íîé?

ÂÎÏÐÎÑ 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è G � ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó

xn = 1 . ßâëÿåòñÿ ëè G ëîêàëüíî êîíå÷íîé?

Êîíå÷íî, ýòè âîïðîñû ðàçíûå: Âîïðîñ 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Âîïðîñà 1. Íî, íàïðè-

ìåð, äëÿ n = 6 îòâåò íà Âîïðîñ 2 ïîëîæèòåëåí [2], à Âîïðîñ 1 äî ñèõ ïîð îòêðûò, ïîñêîëüêó

âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, Âîïðîñ 2 äëÿ n = 5 .
Âîïðîñ 1 òàêæå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèé

ÂÎÏÐÎÑ 3. Ïóñòü ω �ôèêñèðîâàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ω . ßâëÿåòñÿ ëè G ëîêàëüíî

êîíå÷íîé?

Â 1902 ã. Á¼ðíñàéä îïóáëèêîâàë ðàáîòó [3], â êîòîðîé îáñóæäàëñÿ Âîïðîñ 2. Ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè åãî ñòàëè íàçûâàòü Ïðîáëåìîé Á¼ðíñàéäà äëÿ ãðóïï ýêñïîíåíòû n . Èññëåäîâàíèþ
ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû â [4]). Âîïðîñ 1

óïîìèíàåòñÿ â êíèãå [5] ñî ññûëêîé íà Á¼ðíñàéäà.

Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà Âîïðîñå 3, êàñàÿñü Âîïðîñà 1 è Âîïðîñà 2 ëèøü â òîé ìåðå, êîòîðàÿ

ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøåé îñíîâíîé öåëüþ.

2. Ïðîáëåìà Á¼ðíñàéäà äëÿ ãðóïï äàííîé ýêñïîíåíòû

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n
(çàâèñÿùåå îò g ), òàêîå, ÷òî gn = 1 ; åñëè ñóùåñòâóåò n , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ gn = 1
äëÿ âñåõ g ∈ G , òî n íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ãðóïïû G , à íàèìåíüøåå òàêîå n íàçûâàåòñÿ ýêñïî-

íåíòîé ãðóïïû G . Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè ëþáîå êîíå÷íî ìíîæåñòâî å¼

ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîé ïîäãðóïïå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ñòóïåíè

íèëüïîòåíòíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n , åñëè äëÿ âñåõ x1, . . . , xn ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[x1, x2, . . . , xn] = 1 , ãäå [x1, x2] = x−11 x−12 x1x2 è [x1, x2, . . . , xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn] äëÿ n > 3 .
Êëàññ Cn ãðóïï ïåðèîäà n ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ò. å. îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ

ïîäãðóïï, ôàêòîðãðóïï è äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïóñòü B(d, n) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà èç Cn

ñ d ïîðîæäàþùèìè.

2.1. Ãðóïïû ýêñïîíåíòû 2 è 3

Â ðàáîòå [3] Á¼ðíñàéä îòìåòèë î÷åâèäíûé ôàêò ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï ïåðèîäà 2

è ïîêàçàë, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ ãðóïï ïåðèîäà 3. Êðîìå òîãî, îí çàìåòèë, ÷òî â ãðóïïàõ ïå-

ðèîäà 3 ëþáûå äâà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòà ïåðåñòàíîâî÷íû, ò. å. â ýòèõ ãðóïïàõ âûïîëíÿåòñÿ

2-ýíãåëåâî òîæäåñòâî [[y, x], x] = 1 . Â ïðîäîëæåíèè [6] ðàáîòû [3], âûøåäøåì ãîäîì ïîçæå,

Á¼ðíñàéä ïîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ 2-ýíãåëåâà ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì [[x, y], z] = [[y, z], x]
è [[x, y], z]3 = 1 , ïîýòîìó îíà äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíà, åñëè â íåé íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3.
Ïî-âèäèìîìó, Ê. Õîïêèíñ [7] ïåðâûì ïîêàçàë, ÷òî 2-ýíãåëåâû ãðóïïû òð¼õñòóïåííî íèëü-

ïîòåíòíû, â ÷àñòíîñòè, òàêîâû âñå ãðóïïû ïåðèîäà 3. Ýòîò ðåçóëüòàò îáû÷íî ïðèïèñûâàþò

Ô.Ëåâè [8], õîòÿ îí îïóáëèêîâàë ñâîþ ðàáîòó íà 13 ëåò ïîçæå Õîïêèíñà.

Â 1932 ãîäó Ëåâè è Á. Âàí äåð Âàðäåí [9] ïîâòîðèëè ðåçóëüòàò Á¼ðíñàéäà î 2-ýíãåëåâîñòè

ãðóïï ïåðèîäà 3. Îíè òàêæå äàëè îöåíêó ïîðÿäêà ãðóïïû ýêñïîíåíòû 3 ñ d ïîðîæäàþùèìè.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2.1.

1. Ãðóïïà ýêñïîíåíòû 2 ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, è ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî êîíå÷íà;

|B(d, 2)| = 2d .

2. Ïóñòü G � ãðóïïà ýêñïîíåíòû 3 . Òîãäà
(a) G 2-ýíãåëåâà è èìååò ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå 3 ;
(b) B(2, 3) äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ è |B(2, 3)| = 27;
(c) äëÿ d > 3 ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè B(d, 3) â òî÷íîñòè ðàâíà 3 , è |B(d, 3)| = 3k ,

ãäå

k =
6d+ 3d(d− 1) + d(d− 1)(d− 2)

6
.

2.2. Ãðóïïû ýêñïîíåíòû 4

Â ðàáîòå [3] Á¼ðíñàéä ïîêàçàë, ÷òî |B(2, 4)| 6 212 . È. Ñàíîâ [10] äîêàçàë, ÷òî ãðóïïû

ýêñïîíåíòû 4 ëîêàëüíî êîíå÷íû è äàë (ãðóáóþ) îöåíêó äëÿ |B(d, 4)| . Ñ ðîñòîì ÷èñëà d ïî-

ðîæäàþùèõ ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè B(d, 4) íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò [11].
Áîëüøå èíôîðìàöèè î ãðóïïàõ ýêñïîíåíòû 4 ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç êîììåíòàðèåâ â êíèãå

À.È. Êîñòðèêèíà [12].

2.3. Ãðóïïû ýêñïîíåíòû 5

Âîïðîñ î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï ýêñïîíåíòû 5 äî ñèõ ïîð íå ðåø¼í.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ 2.2. B(2, 5) áåñêîíå÷íà.

Èíôîðìàöèþ î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ýêñïîíåíòû 5 ñì. â [12].

2.4. Ãðóïïû ýêñïîíåíòû 6

Â 1956 ãîäó âûøëà çíàìåíèòàÿ ñòàòüÿ Ô. Õîëëà è Ã. Õèãìàíà [13], âîîðóæèâøàÿ ìàòåìàòè-

êîâ íîâûìè ìîùíûìè ñðåäñòâàìè èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïîäâèãëà

Ì. Õîëëà íà íàïèñàíèå ðàáîòû [2], â êîòîðîé îí äîêàçàë ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèî-

äà 6. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, à òàêæå èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû Õîëëà è Õèãìàíà, ñëåäóåò

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.3. Ïóñòü G � ãðóïïà ýêñïîíåíòû 6 . Òîãäà
1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G/O3(G) íîðìàëüíà â G/O3(G) .
2. Ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû G/O2(G) íîðìàëüíà â G/O2(G) .
3. Ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäèò 4 .
4. Åñëè G ïîðîæäåíà d ýëåìåíòàìè, òî

|G| 6 2a3b+b(b−1)/2+b(b−1)(b−2)/6,

ãäå

a = 1 + (d− 1)3d+d(d−1)/2+d(d−1)(d−2)/6,

b = 1 + (d− 1)2d,

è ýòà ãðàíèöà òî÷íàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîçäíåå Ì.Íüþìàí [14] ñóùåñòâåííî óïðîñòèë äîêàçàòåëüñòâî Õîëëà, ñâåäÿ

åãî ê íåêîòîðîìó óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå îí ïðîâåðèë ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíàõ âû÷èëñåíèé.

È. Ã. Ëûñ¼íîê [15] â 1987 ã. îñâîáîäèë äîêàçàòåëüñòâî Íüþìàíà îò ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé.
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2.5. Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå

Â 1959 ã. Ï. Ñ. Íîâèêîâ [16] àíîíñèðîâàë ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íûõ êîíå÷íî ïîðîæä¼í-

íûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ïåðèîäà. Íà îñíîâå èäåé ýòîé çàìåòêè Íîâèêîâ è C.È.Àäÿí â 1968 ã.

íàïèñàëè áîëüøóþ ñòàòüþ [17, 18, 19] ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ m-ïîðîæä¼ííîé

ãðóïïû ïåðèîäà n äëÿ ëþáîãî m > 2 è ëþáîãî íå÷¼òíîãî n > 4381 . Â êíèãå Àäÿíà [20],

âûøåäøåé â 1975 ãîäó, ãðàíèöà n > 4381 áûëà ñíèæåíà äî n > 665 .
Ñóùåñòâîâàíèå íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ 2-ãðóïï êîíå÷íîãî ïåðèîäà àíîíñèðîâàëè â 1992 ãî-

äó íåçàâèñèìî C. Â. Èâàíîâ è Ëûñ¼íîê. Ðàáîòû [21] è [22] ýòèõ àâòîðîâ, ñîäåðæàùèå ïîëíûå

äîêàçàòåëüñòâà, âûøëè â 1994 è 1996 ãîäàõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ëûñ¼íêà

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íûõ m-ïîðîæäåííûõ ãðóïï ïåðèîäà n äëÿ ëþáûõ m > 2
è n > 8000 .

3. Ãðóïïû ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ

Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ìíîæåñòâî ω(G) , ñîñòîÿùå èç ïîðÿäêîâ âñåõ ýëå-

ìåíòîâ èç G , íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ïîðÿäêîâ èëè ïðîñòî ñïåêòðîì ãðóïïû G . Åñëè ìíîæå-

ñòâî ω(G) êîíå÷íî, òî îíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïîäìíîæåñòâîì µ(G) , ñîñòîÿùèì
èç ìàêñèìàëüíûõ ïî äåëèìîñòè ýëåìåíòîâ èç ω(G) .

3.1. Ãðóïïû ñ ω(G) = {1, 2, 3}

Á.Õ.Íîéìàí [23] áûë ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà Âîïðîñ 3. Îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.1. Ïóñòü ω(G) = {1, 2, 3} . Òîãäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è âûïîëíÿåòñÿ îäíî

èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íîðìàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé

2-ïîäãðóïïû V è ãðóïïû ïîðÿäêà 3 , äåéñòâóþùåãî ñâîáîäíî íà V ;

2. G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íîðìàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé

3-ïîäãðóïïû V è ãðóïïû ïîðÿäêà 2 , èíâåðòèðóþùåé ëþáîé ýëåìåíò èç V ïðè ñîïðÿ-

æåíèè â G .

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà íåòðèâèàëüíîé ãðóïïå V , òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî

äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì (èëè G äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà V ), åñëè äëÿ ëþáûõ íåòðèâèàëü-

íûõ g ∈ G è v ∈ V îáðàç vg ýëåìåíòà v ïîä äåéñòâèåì g íå ðàâåí v . Ãðóïïà 〈t〉 ïîðÿäêà 2
èíâåðòèðóåò ãðóïïó V , íà êîòîðîé îíà äåéñòâóåò, åñëè vt = v−1 äëÿ ëþáîãî v ∈ V .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.2 (Îòâåò íà Âîïðîñ 1 äëÿ n = 3). Ïóñòü G � ãðóïïà, â êîòîðîé ïîðÿäîê

ëþáîãî ýëåìåíòà íå ïðåâîñõîäèò 3 . Òîãäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Â ñàìîì äåëå, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì 1.1, 1.3 è 2.1.

3.2. Ãðóïïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 4

Â ñâîåé ðàáîòå î ãðóïïàõ ýêñïîíåíòû 4 Ñàíîâ [10] äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà G
ñ ω(G) = {1, 2, 3, 4} ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïîçäíåå Ä. Â. Ëûòêèíà [24] îïðåäåëèëà ñòðóêòóðó

òàêèõ ãðóïï.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.3. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ µ(G) = {3, 4} . Òîãäà G ðàçðåøèìà ñòóïåíè

íå âûøå 3 è âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1. G = V Q , ãäå V � íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 3-ïîäãðóïïà,
Q � 2-ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà V , è èçîìîðôíà ëèáî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïî-

ðÿäêà 4 , ëèáî êâàòåðíèîííîé ãðóïïå ïîðÿäêà 8 ;
2. G = T 〈a〉 , ãäå T � íîðìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ 2-ïîäãðóïïà

è ïîðÿäîê a ðàâåí 3 ;
3. G = TS , ãäå T � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà è S èçîìîðôíà ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñòåïåíè 3 .

3.3. Ñâîáîäíîå äåéñòâèå

Ïóñòü G � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåòðèâèëüíîé ãðóïïû V . Àâòîìîðôèçì a ∈ G ïîðÿäêà

n íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì, åñëè vva · · · van−1
= 1 äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Äðóãèìè ñëîâàìè, a �

ðàñùåïëÿåìûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû V , åñëè (va−1)n = 1 äëÿ ëþáîãî v ∈ V â åñòåñòâåííîì

ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè V G .

Â ýòîì ïóíêòå ìû ñîáðàëè ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ðàñùåïëÿåìûé àâòî-

ìîðôèçì íåáîëüøîãî ïîðÿäêà èëè ñîäåðæàò òàêîé àâòîìîðôèçì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.4 ([25, 26]). Ïóñòü V � ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ àâòîìîðôèçì a ïîðÿäêà 3 .
1. Åñëè 〈a〉 äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà V è V = {vav−1 | v ∈ V } , òî V íèëüïîòåíòíà

ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå 2 ([25]);

2. Åñëè a ðàñùåïëÿåìûé àâòîìîðôèçì, òî V íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè

íå âûøå 3 ([26]).

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.5 ([26]). Ïóñòü G � íåòðèâèàëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ

ñâîáîäíî íà àáåëåâîé ãðóïïå, è x ∈ G � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 . Òîãäà ëèáî x ëåæèò â öåíòðå G
èëè 〈xG〉 èçîìîðôíà SL2(3) èëè SL2(5) . Â ëþáîì ñëó÷àå öåíòð G íåòðèâèàëåí.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.6 ([27, 28]). Ïóñòü G � ãðóïïà ýêñïîíåíòû 5 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî

íà àáåëåâîé ãðóïïå. Òîãäà G öèêëè÷åñêàÿ.

3.4. {2, 3}-ãðóïïû, äåéñòâóþùèå ñâîáîäíî íà àáåëåâîé ãðóïïå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïåðå÷èñëèì ðåçóëüòàòû èç [29]. Èíòåðåñ ê ýòîé òåìå áûë ñòèìóëèðî-

âàí ðàáîòîé Ý. ßáàðû è Ï.Ìàéðà [30], êîòîðûå äîêàçàëè ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü

{2, 3}-ãðóïïû G êîíå÷íîãî ïåðèîäà 2m32 , äåéñòâóþùåé ñâîáîäíî íà àáåëåâîé ãðóïïå. Ïîçä-

íåå Ëûòêèíà [31] ïîêàçàëà, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ âåðíûì è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êîíå÷-

íîñòè ïåðèîäà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G .

Ïîä ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé â äàëüíåéøåì ïîíèìàåòñÿ ãðóïïà, ëþáîå êîíå÷íîå ïîä-

ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå. Ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ

ïðèìàðíàÿ ãðóïïà ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p , ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå òèïà p∞ , ò. å. ãðóïïå

C(p) = 〈a0, a1, . . . | ap0 = 1, api+1 = ai äëÿ i ≥ 0〉.

Êâàòåðíèîííîé ãðóïïîé ìû íàçûâàåì ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8 èëè îáîáù¼ííóþ

ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ, ò. å. ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå

Q2m+1 = 〈a, b | a2m = b4 = 1, ab = a−1, b2 = a2
m−1〉, m ≥ 3.
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Ëîêàëüíî êâàòåðíèîííîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ 2-ãðóïïà G , ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êî-

òîðîé ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êâàòåðíèîííîé ïîäãðóïïå. Ïî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó

Â.Ï.Øóíêîâà (ñì. [32]) ëîêàëüíî êâàòåðíèîííàÿ ãðóïïà ëèáî ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííîé ãðóï-

ïîé, ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå Q(2) = 〈C(2), b | b2 = a0, a
b
i = a−1i äëÿ i ≥ 1〉 . Ëîêàëüíî êâàòåð-

íèîííàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò ðîâíî îäíó èíâîëþöèþ (ò. å. ýëåìåíò ïîðÿäêà 2), êîòîðàÿ ïîðîæäàåò

öåíòð ýòîé ãðóïïû.

Ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8 îáëàäàåò àâòîìîðôèçìîì ïîðÿäêà 3. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïî-

ëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîðÿäêà 24 èçîìîðôíî ãðóïïå SL2(3) äâóìåðíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì

ïîðÿäêà 3 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå. ×åðåç S̃4 ìû îáîçíà÷àåì ðàñøèðåíèå ãðóïïû ïî-

ðÿäêà 2 ïîñðåäñòâîì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4 ñòåïåíè 4 ñ êâàòåðíèîííîé ñèëîâñêîé 2-ïîä-

ãðóïïîé. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33]), ÷òî ãðóïïà S̃4 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîìîðôèçìà. Îòìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïðîñòîãî ïîðÿäêà èç S̃4 ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó

èíäåêñà 2, èçîìîðôíóþ SL2(3) .
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï A è B ñ îáúåäèíåíè-

åì ïî ïîäãðóïïå C , åñëè G = AB , [A,B] = 1 è C = A ∩ B . Öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

AB íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè A 6= G 6= B . Î÷åâèäíî, ÷òî C ≤ Z(G) è öåíòðàëü-

íîå ïðîèçâåäåíèå AB ñ îáúåäèíåíèåì ïî C èçîìîðôíî ôàêòîðãðóïïå A × B ïî ïîäãðóïïå

C1 = {(c, c−1) | c ∈ C} .
Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì ãðóïïîé òèïà Q(pa)

áåñêîíå÷íóþ p-ãðóïïó P , îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. öåíòð ãðóïïû P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pa ;
2. ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç P ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà òèïà Q(pa) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé.
Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì ãðóïïîé òèïà

Q(pa, d) {2, p}-ãðóïïó H ñ èíâîëþöèÿìè, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. öåíòð ãðóïïû H ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé;

2. âñå 2-ýëåìåíòû èç H ñîäåðæàòñÿ â Z(H) è îáðàçóþò ãðóïïó T ïîðÿäêà 2d (ñëó÷àé

d =∞ íå èñêëþ÷àåòñÿ);

3. H/T ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà Q(pa) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a .

ËÅÌÌÀ.

1. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò

ãðóïïà òèïà Q(pa) .
2. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è d ñóùåñòâóåò

ãðóïïà òèïà Q(pa, d) .
3. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò

ãðóïïà òèïà Q(pa,∞) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü n = ps > 665 , m ≥ 2 è G = A(m,n) � ãðóïïà, îïðåäå-

ë¼ííàÿ â [20, ãë. VII, �1]. Êàê ïîêàçàíî â ýòîé ãëàâå, Z(G) = 〈z〉 � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà, Z(G) ≤ G′ , G/Z(G) ' B(m,n) è ëþáûå äâå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû èç G ïåðåñåêà-

þòñÿ íåòðèâèàëüíî.

1. Ïóñòü P = G/〈zpa〉 . Ïîêàæåì, ÷òî P � ãðóïïà òèïà Q(pa) . Ïî [20, ãë. VII, � 1, òåî-

ðåìà 1.8] êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû B(m,n) � íå ëîêàëüíî êîíå÷íîé m-ïîðîæä¼ííîé

ñâîáîäíîé ãðóïïû ïåðèîäà n ≥ 665 � ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè K � íåòðèâèàëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû P , òî å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç
A â G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì z è ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì x ∈ G \ Z(G) . Â ñèëó ñâîéñòâ

ãðóïïû A(m,n) ïîäãðóïïà A = 〈z, x〉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, è ïîñêîëüêó

êàæäàÿ íååäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà èç A èìååò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ 〈z〉 , òî ïî îñíîâíîé
òåîðåìå î êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ ãðóïïà A öèêëè÷åñêàÿ. Çíà÷èò, A/〈zpa〉



Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ðàñïîçíàâàíèÿ àáñòðàêòíûõ ñâîéñòâ áåñêîíå÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ 53

� öèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà ïîðÿäêà pr , ãäå a < r ≤ a + s , à ïîäãðóïïà A/〈zpa〉 ïîðîæäåíà
ýëåìåíòîì x〈zpa〉 è ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈z〉/〈zpa〉 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð Z(P ) ãðóïïû

P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 〈z〉/〈zpa〉 ïîðÿäêà pa è ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç P ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêîé, ò. å. P ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà Q(pa) .
2. Åñëè â äîêàçàòåëüñòâå ï. 1 ëåììû ïîëîæèòü P = G/〈zpa2d〉 , òî òå æå ðàññóæäåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî P � ãðóïïà òèïà Q(pa, d) .
3. Ïóñòü n = pt > 1010 , m ≥ 2 è H � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà m ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàí-

íîãî òîæäåñòâîì xny = yxn . Êàê âûòåêàåò èç [34, ñëåäñòâèå 31.1 è òåîðåìà 31.2], ñóùåñòâóåò
ôàêòîðãðóïïà G ãðóïïû H , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Z(G) ≤ G′ è Z(G) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ÷¼òíîãî ðàíãà.

2. G/Z(G) ' B(m,n) .
3. Â Z(G) íàéä¼òñÿ ïîäãðóïïà A , òàêàÿ, ÷òî G/A ' A(m,n) .
Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà â Z(G) íàéä¼òñÿ ïîäãðóïïà N , äëÿ êîòîðîé G/N � ãðóïïà

òèïà Q(pa) . Äàëåå, êàê ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ÷¼òíîãî ðàíãà Z(G) îáëàäàåò ïîäãðóïïîé

M òàêîé, ÷òî ãðóïïà Z(G)/M èçîìîðôíà êâàçèöèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïå C(2) . Ïîíÿòíî, ÷òî
G/N ∩ M � ãðóïïà òèïà Q(pa,∞) . ut

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.7. Ïóñòü G � {2, 3}-ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà àáåëåâîé ãðóïïå.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. G ëîêàëüíî êîíå÷íà è èçîìîðôíà ëèáî ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, ëèáî ïðÿìîìó ïðîèç-

âåäåíèþ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé 3-ãðóïïû íà ëîêàëüíî êâàòåðíèîííóþ ãðóïïó, ëèáî ïîëó-

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé 3-ãðóïïû R íà öèêëè÷åñêóþ 2-ãðóïïó 〈b〉 ,
ãäå b2 6= 1 è ab = a−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ R , ëèáî ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ëîêàëüíî öèê-

ëè÷åñêîé 3-ãðóïïû R íà ëîêàëüíî êâàòåðíèîííóþ ãðóïïó Q , â êîòîðîì |Q : CQ(R)| = 2 ,
ëèáî ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8 = 〈x, y〉 ïîðÿäêà 8 íà öèêëè-

÷åñêóþ 3-ãðóïïó 〈a〉 , â êîòîðîì xa = y , ya = xy , ëèáî ãðóïïå S̃4 .

2. G íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé, è âñå ýëåìåíòû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ èç G ïî-

ðîæäàþò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó.

Îáðàòíî, ëþáàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï ìîæåò äåéñòâîâàòü ñâîáîäíî íà ïîäõîäÿùåé àáåëå-

âîé ãðóïïå.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ãðóïï èç ïóíêòà 2 òåîðåìû 2.7 äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.8. Ïóñòü G � íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ {2, p}-ãðóïïà, ãäå p � ïðîñòîå íå÷¼ò-

íîå ÷èñëî. Òîãäà è òîëüêî òîãäà âñå ýëåìåíòû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ èç G ïîðîæäàþò öèêëè-

÷åñêóþ ïîäãðóïïó, êîãäà âñå 2-ýëåìåíòû èç G ïîðîæäàþò 2-ïîäãðóïïó S , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé èëè ëîêàëüíî êâàòåðíèîííîé ãðóïïîé, è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1. G = P × S , ãäå P � ãðóïïà òèïà Q(pa) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a (ñëó÷àé

S = 1 íå èñêëþ÷àåòñÿ);

2. S � íåòðèâèàëüíàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è G � ãðóïïà òèïà Q(pa, d) äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a;

3. S � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è G � íåòðèâèàëüíîå öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

ãðóïïû S è ãðóïïû òèïà Q(pa, d) äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è d ñ îáúåäèíå-

íèåì ïî ïîäãðóïïå ïîðÿäêà 2d ;

4. S � ëîêàëüíî êâàòåðíèîííàÿ ãðóïïà, è G � öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû S è

ãðóïïû òèïà Q(pa, 1) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ñ îáúåäèíåíèåì ïî ïîäãðóï-

ïå ïîðÿäêà 2;
5. S � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8 , p = 3 , |G : CG(S)| = 3 è G/S � ãðóïïà òè-

ïà Q(pa) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a . Ïðè ýòîì CG(S) � ëèáî ãðóïïà òè-

ïà Q(pa, 1) , ëèáî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû òèïà Q(pa) íà ãðóïïó ïîðÿäêà 2 .
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4. {2, 3}-ãðóïïû áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6

Â ýòîì ïàðàãðàôå G îáîçíà÷àåò {2, 3}-ãðóïïó áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6.
Åñëè π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, òî π -ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

ãðóïïà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ π -ýëåìåíòîì, ò. å. ýëåìåíòîì, ïîðÿäîê êîòîðîãî ìî-
æåò äåëèòüñÿ òîëüêî íà ïðîñòûå ÷èñëà èç π .

Çàïðåù¼ííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íàçîâ¼ì å¼ ïîäãðóïïó H , îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(à) H ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèåé, ò. å. ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2, è ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 3 è ÿâëÿ-

åòñÿ {2, 3}-ãðóïïîé;
(á) H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6;

(â) ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà èç H ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé

ãðóïïîé.

Àâòîðàì íå èçâåñòíû ïðèìåðû ãðóïï, ñîäåðæàùèõ çàïðåù¼ííóþ ïîäãðóïïó.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4.1. Ïóñòü G � {2, 3}-ãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 è çàïðå-

ù¼ííûõ ïîäãðóïï. Åñëè ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç G , ïîðÿäêè êîòîðûõ

íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 4 , íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 9 , òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäå-

íèé:

1. G = O3(G)T , ãäå O3(G) àáåëåâà, à T � ëèáî ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, ëèáî
êâàòåðíèîííàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 8 èëè 16;

2. G = O2(G)R , ãäå O2(G) íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé

äâóõ, à R � 3-ãðóïïà ñ åäèíñòâåííîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 3 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà
O2(G);

3. G = O2(G)D , ãäå D ñîäåðæèò ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó R èíäåêñà 2 è O2(G)R
óäîâëåòâîðÿåò ïóíêòó (2);

4. G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé èëè 3-ãðóïïîé.

Çäåñü Op(G) äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p îáîçíà÷àåò íàèáîëüøóþ íîðìàëüíóþ p-ïîäãðóïïó
ãðóïïû G .

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíê-

òó (2) òåîðåìû (ñì., íàïð., [29]).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4.2. Ïóñòü G � {2, 3}-ãðóïïà áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 , ñîäåðæàùàÿ ýëå-

ìåíòû ïîðÿäêîâ 2 è 3 . Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ G , ïîðÿäêè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò

÷èñëà 4 , ïåðèîä 〈x, y〉 äåëèò ÷èñëî 72 , òî ëèáî G ëîêàëüíî êîíå÷íà, ëèáî äëÿ íå¼ âûïîëíåí

ïóíêò 2 òåîðåìû 3.1 .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4.3. Ïóñòü G � {2, 3}-ãðóïïà áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 , â êîòîðîé ïîðÿäîê
ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 4 , íå ïðåâîñõîäèò 9 . Åñëè
ïîðÿäêè 2-ýëåìåíòîâ èç G îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, òî ëèáî G ëîêàëüíî êîíå÷íà, ëèáî äëÿ

íå¼ âûïîëíåí îäèí èç ïóíêòîâ 2 èëè 4 òåîðåìû 3.1 .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4.4 ([23, 10, 24, 35, 36, 37]). Ãðóïïà ïåðèîäà 72 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ëîêàëüíî êîíå÷íîé, ëèáî ïðèìàðíîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4.5. Ïóñòü G � áåñêîíå÷íàÿ íåïðèìàðíàÿ {2, 3}-ãðóïïà áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿä-
êà 6 . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. O2(G)O3(G) 6= 1 .
2. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå G-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî Λ ⊆ G ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 ,

òàêîå, ÷òî ãðóïïà 〈x, y〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Λ .

3. G óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (a) , (b) , (c):
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(a) G = O3(G) · T , ãäå O3(G) 6= 1 � àáåëåâà ãðóïïà, T � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ èëè

ëîêàëüíî êâàòåðíèîííàÿ 2-ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà O3(G) .
(b) G = O2(G) · R , ãäå O2(G) 6= 1 � íèëüïîòåíòíàÿ 2-ãðóïïà, ñòóïåíü íèëüïîòåíò-
íîñòè êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, R � 3-ãðóïïà ñ åäèíñòâåííîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà
3 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà O2(G) .
(c) G = O2(G) · (R · 〈t〉) , ãäå O2(G) 6= 1 � íèëüïîòåíòíàÿ 2-ãðóïïà, ñòóïåíü íèëü-
ïîòåíòíîñòè êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, R � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 3-ãðóïïà, äåé-
ñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà O2(G) , t � ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 , ïåðåâîäÿùèé ïðè ñîïðÿæåíèè

êàæäûé ýëåìåíò èç R â îáðàòíûé.

5. 2-èçîëèðîâàííûå ãðóïïû

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ p-èçîëèðîâàííîé,
åñëè ω(G) = {p} ∪ w′ , ãäå ÷èñëà èç w′ íå äåëÿòñÿ íà p .

ÒÅÎÐÅÌÀ 5.1 ([38]). Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ 2-èçîëèðîâàííàÿ ãðóïïà,

ò. å. ω(G) = {2} ∪ ω′ è ω′ ñîäåðæèò òîëüêî íå÷¼òíûå ýëåìåíòû. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îä-

íî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. G ñîäåðæèò àáåëåâó ïîäãðóïïó A èíäåêñà 2 , ω(A) = ω′ , è ax = a−1 äëÿ âñåõ a ∈ A è

x ∈ G \ A;
2. G ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ 2-ïîäãðóïïó A è G/A äåéñòâóåò ñâî-

áîäíî íà A ïðè ñîïðÿæåíèè â G;

3. G ' L2(P ) , ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè äâà.

Îáðàòíî, ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïóíêòàì 1 , 2 èëè 3 , ÿâëÿåòñÿ 2-èçîëèðîâàííîé.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5.2.

1. Ïóñòü µ(G) = {2,m} , ãäå m = 5 èëè 9 . Òîãäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è ëèáî G ñîäåðæèò

àáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 è ýêñïîíåíòû m , èëè G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-

åì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé íîðìàëüíîé 2-ïîäãðóïïû A è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà m ,

äåéñòâóþùåé ñâîáîäíî íà A .
2. Åñëè µ(G) = {2, 2m − 1, 2m + 1} , òî G ' L2(2

m) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Â ëþáîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ 2-èçîëèðîâàííîé è, ñëåäîâàòåëüíî,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîåðìû 5.1. Òåïåðü çàêëþ÷åíèå ñëåäñâòâèÿ ñëåäóåò èç òåîðåì 2.1, 3.5

è 3.6. ut

Çàìåòèì, ÷òî ñòðîåíèå ãðóïï ñî ñïåêòðîì {1, 2, 5} îïèñàíî â [14].

6. Ãðóïïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 5

Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.1 ([39], [27]). Åñëè µ(G) = {3, 5} , òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1. G = FT , ãäå F � íîðìàëüíàÿ 5-ïîäãðóïïà ýêñïîíåíòû 5 è ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè

íå âûøå 2 , à T � ãðóïïà ïîðÿäêà 3 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà F .

2. G = TF , ãäå T � íîðìàëüíàÿ 3-ïîäãðóïïà ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå 3 ,
à F � ãðóïïà ïîðÿäêà 5 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà T .

Â ÷àñòíîñòè, G ëîêàëüíî êîíå÷íà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6.2. ([39], [27]). Åñëè µ(G) = {4, 5} , òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
1. G = TD , ãäå T � íîðìàëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà,

à U � íåàáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 10;
2. G = FT , ãäå F � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ 5-ïîäãðóïïà ãðóïïû G , T äåé-

ñòâóåò ñâîáîäíî íà F è èçìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8;
3. G = TF , ãäå T � íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå 6 ,

à F � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 5 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà T .

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3 ([40]). Åñëè µ(G) = {3, 4, 5} , òî ëèáî G ' A6 , ëèáî G = V C , ãäå C ' A5

è V � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

C -èíâàðèàíòíûõ ãðóïï ïîðÿäêà 16 .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 6.4. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðîé íå ïðå-

âîñõîäÿò ÷èñëà 5 . Òîãäà ëèáî G � ýòî 5-ãðóïïà, ëèáî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

7. Ãðóïïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 6

Â ýòîì ïàðàãðàôå G îáîçíà÷àåò ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.1 ([41]). Åñëè µ(G) = {5, 6} , òî G � ðàçðåøèìàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà

è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

1. G = FC , ãäå F � íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 5-ãðóïïà, à C � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà 6 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà F ;

2. G = TD , ãäå T � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ýêñïîíåíòû 3 , à D � íåàáåëåâà ãðóïïà ïî-

ðÿäêà 10;
3. G = (T × U)F , ãäå T � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ýêñïîíåíòû 3 , U � íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ýêñïîíåíòû 2 , à F � ãðóïïà ïîðÿäêà 5 , äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà T × U .

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.2 ([42]). Åñëè µ(G) = {4, 6} , òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.3 ([43]). Åñëè µ(G) = {4, 5, 6} , òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà è âûïîëíåíî îäíî

èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

1. G = NA , ãäå N � íîðìàëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà,
A äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà N ïðè ñîïðÿæåíèè è A èçîìîðôíà SL2(3) èëè íåàáåëåâîé

ãðóïïå ïîðÿäêà 12 , ñîäåðæàùåé öèêëè÷åñêóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó;
2. G ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ íîðìàëüíóþ ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó 2-ïîäãðóïïó V è G/V '
A5 ;

3. G èçîìîðôíà S5 èëè S6 .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7.4. Åñëè ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 6 ,
òî G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà èëè 5-ãðóïïà.

8. Ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû è ãèïîòåçû

Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.1 ([44]). Ïóñòü µ(G) = {3, 4, 7} . Òîãäà G ' L2(7) .

Ïóñòü M10 � ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ñòàáèëèçàòîðó òî÷êè ñïîðàäè÷åñêîé ãðóïïû Ìàòü¼

â å¼ ïîäñòàíîâî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñòåïåíè 11.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.2 ([45]). Åñëè µ(G) = {3, 5, 8} , òî G 'M10 .
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8.3 ([46, 41]). Åñëè G � ãðóïïà ýêñïîíåíòû 12 è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

(a) , (b) , òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

(a) Ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç G íå ðàâåí 4 .
(b) Ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç G íå ðàâåí 6 .

ÃÈÏÎÒÅÇÀ 8.4. Ãðóïïû ýêñïîíåíòû 12 ëîêàëüíî êîíå÷íû.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ 8.5.

1. Åñëè µ(G) = {4, 5, 6, 7} , òî G ' A7 .

2. Åñëè µ(G) = {5, 6, 11} , òî G ' L2(11) .
3. Åñëè µ(G) = {8, 9, 17} , òî G ' L2(17) .
4. Åñëè µ(G) = {6, p} , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, p > 7 , òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.
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