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Приём сигналов при воздействии 
коррелированных помех

А. И. Фалько, М. С. Шушнов, А. В. Гюнтер

В работе [1] синтезированы алгоритмы приёма в каналах
с квазидетерминированными помехами. В [2] синтезированы
алгоритмы приёма в условиях стохастических помех.

Цели работы: синтез алгоритмов приёма сигналов при
воздействии стохастических помех, заданных своей корре-
ляционной функцией; установление связи между стохасти-
ческими и квазидетерминированными помехами; анализ
помехоустойчивости приёма.

Представим принятую смесь сигнала с помехами на
входе приёмника в комплексной форме

(1)

Здесь  – флуктуационная помеха, ап-
проксимируемая комплексным гауссовым процессом с ну-
левым средним и спектральной плотностью мощности ;

 – функция, сопряжённая  по Гильберту;
T – интервал наблюдения;

 – принятый полезный сигнал (r = 1, ..., m) с
комплексной огибающей

(2)

где  – детерминированная интегрируемая в квадрате
функция, определяющая переданный сигнал;  – функ-
ция, сопряжённая  по Гильберту;

 – коррелированная помеха (КП), заданная кор-
реляционной функцией , у которой комплексная оги-
бающая

; (3)

, (4)

где  – произвольная интегрируемая в квадрате функ-

ция, в частности, ,  – средняя частота
коррелированной помехи.

Принятый сигнал и КП имеют ограниченную энергию,
что всегда выполняется на практике.

Оптимальное решающее правило по критерию макси-
мального правдоподобия определяется неравенством

(5)

в котором  представляет собой отношение правдоподо-
бия для r-го сигнала относительно e-го. Его можно запи-
сать в форме

. (6)

Здесь  – функционал отношения правдоподо-
бия принятой реализации  при передаче сигнала

.
Для определения  воспользуемся концепцией

порождающего (обновляющего) процесса [3, 4]. Порож-
дающий процесс определяется выражением

, (7)

где  – оценка сигнала и КП по критерию минимума
среднего квадрата ошибки, полученная из наблюдений

 до текущего момента времени. В общем случае оцен-

ка  нелинейна. Для гауссовых процессов оценивание
линейно. Остановимся более подробно на этом случае.
Будем полагать

. (8)

Если сигнал детерминированный, то .
Эквивалентная оценка КП

(9)

Здесь  – комплексная импульсная характеристи-
ка фильтра оценки коррелированной помехи;

(10)

– собственно оценка КП (в отсутствие сигнала);

(11)

– сигнальная функция  на выходе фильтра оценки
КП.

Статья поступила в редакцию 03.06.2008.
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С учётом (8) – (11) выражение (7) примет вид

(12)

Здесь

(13)

– эквивалентная сигнальная функция с учётом влияния
фильтра оценивания КП.

Рассуждая аналогично [3], можно показать, что порож-
дающий процесс (12) представляет собой белый гауссов
шум с нулевым средним и спектральной плотностью мощ-
ности . Поэтому

(14)

и функционал отношения правдоподобия принятой реали-
зации при передаче будет определяться выражением

(15)

Здесь * – знак комплексно-сопряжённой функции.
Из (5), (6), (15) следует алгоритм приёма полностью из-

вестного сигнала

(16)

Из (16) видно, что при когерентном приёме из принятой
смеси вычитается оценка КП , оптимальная по кри-
терию минимума среднего квадрата ошибки (что эквива-
лентно процедуре «обеливания»); после этого происходит
перемножение полученной разности на образец сигнала

 с учётом влияния на него фильтра оценки КП.
Введём обозначения:

(17)

(18)

.

C учётом этих обозначений алгоритм (16) примет вид

(19)

Для сигналов с одинаковыми энергиями ( )
и симметричном воздействии КП ( ), то есть при
условии 

, (20)

что характерно для широкополосных сигналов, из (19)
следует существенно более простой алгоритм:

. (21)

Алгоритм некогерентного приёма сигналов (с неизвест-
ной фазой) можно получить в результате максимизации в
(6) по фазе. При условии (20) этот алгоритм можно запи-
сать в виде

(22)

или эквивалентно 

 (23)

Для замирающих сигналов, например релеевских, пра-
вило решения при условии (20) определится неравенством
(23).

Из (21) – (23) видно, что для решения поставленной за-
дачи приёма сигналов в условиях действия коррелирован-
ных помех необходимо вычисление  (17).

Представим (17) в эквивалентной форме:

(24)

где

(25)

Здесь  – импульсная характеристика фильтра
оценки КП.

В (25)  – импульсная характери-
стика «обеливающего» фильтра. Интервал оценивания T в
(24) принят совпадающим с интервалом решения (в общем
случае они могут отличаться).

Введём в рассмотрение обратное ядро

(26)

связанное с корреляционной функцией смеси коррелиро-
ванной и флуктуационной помех соотношением
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(27)

где 

(28)

В (28) 

(29)

Здесь E – знак математического ожидания.
Из (24) с учётом (26) получим

(30)

или, вводя обозначения

(31)

имеем

(32)

Здесь функция  в соответствии с (27), (28), (31)
определяется неоднородным уравнением Фредгольма:

(33)

или с учётом (29)

(34)

Решение таких уравнений методами переменных со-
стояния приведено в [5, т.2]. Оно связано с переходом от
интегральных уравнений к дифференциальным, что значи-
тельно упрощает как решение, так и моделирование их
компьютерными методами. Для этого комплексная оги-
бающая коррелированной помехи  (3) представляется
как вектор состояния, который генерируется динамической
системой, описываемой комплексным векторным диффе-
ренциальным уравнением [5, т.1]

, (35)

где  – в общем случае нелинейная матричная
функция. В частном случае гауссовой УП она может быт
линейной, тогда уравнение (35) можно представить в виде

. (36)

Здесь  и  – матрицы, описывающие дина-
мику системы. Их элементы в общем случае являются не-

прерывными функциями времени. В частном случае 
и  могут быть инвариантными во времени.  –
комплексный гауссов случайный процесс с нулевым сред-
ним и ковариационной функцией

, где E – знак математического
ожидания; «+» – знак комплексно-сопряжённой операции
транспонирования.

Для перехода от (34) к дифференциальным уравнениям
вводится функция

(37)

которая определяется уравнениями

(38)

(39)

С учётом (37) уравнение (34) можно записать в виде

(40)

откуда следует выражение для :

(41)

Используя (41), из (32) получим:

 (42)

где  определяется моделированием уравнений (38),
(39).

В частном случае разложимого ядра корреляционной
функции КП

(43)

где  и  – собственные числа и собственные функции

ядра. Обратное ядро  можно представить в виде

(44)

Подстановка (44) в (31) даёт

(45)

Введём обозначения:
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(46)

Здесь  – отношение энергии i-ой составляющей КП
к спектральной плотности мощности флуктуационной по-
мехи;  – комплексный коэффициент взаимной корреля-
ции, определяющий различие структур r-го сигнала и i-ой
составляющей КП. Его свойства подробно рассмотрены в
[6, п.2.3].

После подстановки (45) в (30) с учётом обозначений
(46), получим

(47)

или при , что обычно выполняется на практике,

(48)

Выражения (47), (48) характерны для квазидетермини-
рованных КП. То есть квазидетерминированную помеху
можно интерпретировать как помеху с разложимым ядром
корреляционной функции. Для практических целей во
многих случаях достаточно ограничиться учётом влияния
конечного числа наиболее мощных составляющих КП.

Действительная часть первого слагаемого в правых
частях (47), (48) представляет собой напряжение на выходе
фильтра, согласованного с сигналом , то есть имею-
щего импульсную характеристику

(49)

Каждое слагаемое i второго члена в (48) есть взвешен-

ная с весом  комплексная оценка КП, полученная по не-
классифицированной смеси сигнала, коррелированной и

флуктуационной помехи, то есть . Действи-

тельная часть этого выражения является напряжением на
выходе фильтра, согласованного с . Импульсная ха-
рактеристика этого фильтра

Согласно (48) тракт обработки сигнала можно рассмат-
ривать как единый согласованный фильтр с импульсной
характеристикой

Таким образом, в общем случае приёмник должен со-
держать специализированный вычислитель для моделиро-
вания уравнений (38), (39) с целью формирования 

(41). Задача существенно упрощается в тех случаях, когда
КП имеет разложимое ядро корреляционной функции.

Помехоустойчивость приёма рассмотрим на примере
двоичных сигналов с одинаковыми энергиями и симмет-
ричном воздействии коррелированных помех, т.е. по пра-
вилу (21). Вероятность ошибки как вероятность невыпол-
нения неравенства (21) при передаче первого сигнала оп-
ределяется известным выражением

, (50)

где  – интеграл вероятности

(функция Крампа).
Здесь при стохастических помехах

, (51)

где  – отношение энергии элемента принятого

сигнала к спектральной плотности мощности флуктуаци-
онной помехи;

 – отношение дисперсии ошибки оценивания кор-

релированных помех к дисперсии флуктуационной поме-
хи;

 – коэффициент,

характеризующий вид используемых сигналов (p = –1 для
противоположных сигналов, p = 0 для ортогональных сиг-
налов);

 – коэф-

фициент взаимной корреляции r-го сигнала и КП, характе-
ризующий различие структур r-го сигнала и КП
(  для противоположных сигналов;

 для ортогональных сигналов).
При разложимом ядре корреляционной функции КП

(квазидетерминированная помеха)

. (52)

При 

. (53)

В (52), (53) введено обозначение 

 – коэффициент, характеризующий различимость
сигналов и -ой составляющей КП. Он определяется че-

рез коэффициенты взаимной корреляции  (46)
r-го сигнала (r = 1, 2) с i-ой составляющей КП и через ко-
эффициент

*2
2 ; ( ) ( ) .i

rriПi i
T

h G Z t t dtλ ϕ
ν

= = ∫

2
Пih

riG

2
* * *

21

1 '( ) ( ) ( ) ,
2 1

k
Пi

rr ri i
iT Пi

h
V Z t Z t G t dt

h
ϕ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

∑∫

2 1ih ��

* * *

1

1 '( ) ( ) ( ) .
2

k

rr ri i
iT

V Z t Z t G t dtϕ
=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫

( )rZ t

( ),   ,
( )

0,              .
r

r
Z T t t T

t
t T

− ∈⎧ϒ = ⎨ ∉⎩

*
riG

*'( ) ( )i
T

Z t t dtϕ∫

( )i tϕ

( ),  ,
( )

0,             .
i

Пi
T t t T

t
t T

ϕ − ∈⎧
ϒ = ⎨

∉⎩

* * *

1
( ) ( ),  ,( )

0,                                     .

k

r ri ir i
Z T t G T t t Tt

t T

ϕ
=

⎧
− − − ∈⎪ϒ = ⎨

⎪ ∉⎩

∑

( )r tϒ

[ ]0 0,5 1 ( )Пp h= − Φ

( )2

0

2( ) exp 2
Пh

Пh x dx
π

Φ = −∫

( )2 2
1 22

2
1

11
C

Э
h g g

h
hε

ρ
ρ

− − +
=

−+

2
2

2
C

C
Eh μ

ν
=

2
2

2h ε
ε

ξ

σ
σ

=

1 2 1 2
1 1( ) ( ) ( ) ( )
c cT T

Z t Z t dt Z t Z t dt
E E

ρ = =∫ ∫ � �

2
2 *2

0
1 ( ) ( ) ,  1,  2r r Пr

C П П
g G Z t Z t dt r

E E
= = =∫

1 20 1,   1 0g g≤ ≤ − ≤ ≤
1 20 1,   0g g≤ ≤ =

2 2
2 2

2
1

11
2 1

k
ri i

П C
i Пi

h gh h
h

ρ
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑

2 1
iП

h �

2 2 2

1

11
2

k

iЭ C
i

h h gρ
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

2 2 2
0 01 2i i ig g g= + −

( )
122 ig−

iϕ
22

0ri rig G=



А. И. Фалько, М. С. Шушнов, А. В. Гюнтер. Приём сигналов при воздействии коррелированных помех 39

где

r = 1, 2.

Из выражений (50) – (53) видно, что вероятность ошиб-
ки определяется отношением энергии принятого сигнала к
спектральной плотности мощности флуктуационной поме-
хи, зависит от вида используемых сигналов, от коэффици-
ентов, характеризующих различимость сигналов и КП.
При стохастических помехах с неразложимым ядром кор-
реляционной функции вероятность ошибки зависит также
от дисперсии остаточной ошибки оценивания (фильтра-
ции) коррелированной помехи (51). При разложимом ядре

корреляционной функции КП при  вероятность
ошибки не зависит от мощности составляющих коррелиро-
ванных помех, так как они компенсируются (режектируют-
ся) вместе с составляющими сигнала, совпадающими с по-
мехами. Поэтому необходима избыточность по сигналу.

При некогерентном приёме ортогональных двоичных
сигналов вероятность ошибки определяется формулой

(54)

в которой при стохастических помехах

. (55)

В случае разложимого ядра корреляционной функции
КП

 (56)

где ,  – определя-
ется (46).

Из (54) – (56) видно, что и при некогерентном приёме
вероятность ошибки зависит от отношения энергии приня-
того сигнала к спектральной плотности мощности флук-
туационной помехи, от коэффициентов различимости сиг-
налов и составляющих КП, при стохастических помехах от
остаточной ошибки фильтрации КП, а при воздействии

квазидетерминированных помех и при  не зависит
от интенсивности КП вследствие их режекции.

В условиях замираний сигнала вероятность ошибки оп-
ределяется усреднением выражений (50) и (54) в соответ-
ствии с распределением hЭ. Например, при релеевских за-
мираниях сигнала вероятность ошибки определяется из-
вестными выражениями

 – при когерентном приёме,

 – при некогерентном приёме.

Здесь  определяется формулами (51) – (53), (55), (56)

при замене в них  на среднестатистическое значение .
В общем случае помехоустойчивость приёма зависит

от остаточной ошибки оценивания (фильтрации) КП.
Ошибка фильтрации зависит от формы спектра, от мощно-
сти и ширины полосы КП. В качестве иллюстрации на ри-
сунке 1 приведены зависимости дисперсии ошибки оцени-
вания КП, нормированной к мощности этой помехи на вхо-
де  от нормированного времени , при разных

 для КП, имеющей корреляционную функцию

вида . Параметр  представля-
ет собой отношение мощности КП к мощности флуктуаци-
онной помехи в полосе воздействующей КП.  –
характеризует время, нормированное к интервалу корреля-
ции помехи ( ). Зависимости получены модели-
рованием дисперсионного уравнения. Из рисунка 1 видно,
насколько быстро в зависимости от мощности КП ошибка
фильтрации приближается к своему предельному значе-
нию. Практически за время интервала корреляции помехи
ошибка фильтрации достигает своего предельного значе-
ния. Такой же характер имеет изменение вероятности оши-
бочного приёма. В реальных каналах высокая достоверно-
сть приёма может быть достигнута только благодаря избы-
точности по сигналу. Для помех с разложимым ядром кор-
реляционной функции этот результат следует
непосредственно из формул (52), (53), (56). 

В заключение в качестве иллюстрации приведём зави-
симости вероятности ошибки от отношения энергии эле-
мента сигнала к спектральной плотности мощности флук-
туационной помехи (рисунок 2) для разных условий при
приёме фазоманипулированных (противоположных) сиг-
налов. Зависимости рассчитаны по формуле (50) с учётом
(51) при воздействии марковской КП, то есть имеющей
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Рис. 1.  Зависимости дисперсии ошибки оценивания КП, 

нормированной к мощности этой помехи на входе , 
от нормированного времени 
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корреляционную функцию  при
; при разных , где FC – шири-

на полосы полезного сигнала.
В формуле (51)

где  – отношение дисперсии остаточ-

ной ошибки оценивания КП к дисперсии (мощности) этой
помехи на входе. Оно определяется из дисперсионного
уравнения в установившемся режиме или из графика
рисунка 1 (в частности, при ).

На рисунке 2 кривая 1 соответствует потенциальной
помехоустойчивости приёма фазоманипулированных сиг-
налов ( ), то есть в отсутствие КП. Кривая 6 иллюст-
рирует помехоустойчивость приёма без подавления КП
( ). Зависимости 2, 3, 4, 5 приведены соответ-
ственно для 

Из приведённых зависимостей следует, что в приёмни-
ке, построенном оптимально для условий воздействия КП,
подавление коррелированных помех существенно и зави-
сит от ширины спектра этих помех (кривые 2…5).

Без учёта различия структур флуктуационных и корре-
лированных помех помехоустойчивость определяется сум-
марным воздействием помех (кривая 6). При этом досто-
верность приёма очень низкая, так как приёмник не опти-

мальный для условий воздействия коррелированных по-
мех.
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Рис. 2. Зависимости вероятности ошибки от отношения энергии 
элемента сигнала к спектральной плотности мощности 
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