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Математическая модель системы  

с гибридной решающей обратной связью,  

использующей коды Рида – Соломона 
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В  аботе п е ста лен     а ения  ля оп е еления  е оятностно-  еменн  х 

ха акте истик систем с гиб и ной  ешающей об атной с язью, использующих ко   

Ри а – Соломона,  ля случая, ког а  иск етн й канал опис  ается п остой ма ко ской 

цепью. П о е ено с а нение с аналогичн ми системами, п именяющими ко   БЧХ. 

Аналитические  езультат  сопоста лен  с  езультатами имитационного мо ели о ания.  
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с ё тка  иск етного канала. 

 

 

 

1.  Введение 
 

Систем  пе е ачи  анн х с гиб и ной  ешающей об атной с язью (ГРОС) занимают 

п оме уточное поло ение ме  у системами с пе есп осом и системами с п ям м 

исп а лением ошибок. Данн е систем , помимо обна у ения ошибок и пе есп осо , п и 

необхо имости обеспечи ают их исп а ление, что поз оляет  обиться лучших по с а нению 

с классическими системами качест енн х показателей. П именение гиб и ной об атной 

с язи п и пост оении систем пе е ачи  анн х ши око обсу  ается   научной печати, и на 

сего няшний  ень у е сущест уют систем  пе е ачи  анн х с ГРОС, кото  е  не  ен  

  стан а т .  

В  анной  аботе п и о ятся систем  пе е ачи  анн х с ГРОС, использующие ко   Ри а 

– Соломона ( алее БККРС). Систем  ст оятся согласно ст атегиям БКК-1 [3,4] и БКК-2 [6]. 

С а ни аются мо ели, использующие ко   БЧХ и ко   РС,   каналах с г уппи о анием 

ошибок. Для систем  ГРОС БККРС  ешен  за ачи мо ификации математических мо елей 

(ГРОС БЧХ [3,5]) получения  е оятности успешной  оста ки блока за ог аниченное число 

поп ток. П о е ено с а нение полученн х    а ений и  езультато  имитационного 

мо ели о ания. Необхо имо заметить, что математические мо ели  ля ГРОС БЧХ   я ном 

 и е не могут б ть использо ан    случае п именения ко о  РС. Ко   РС,   отличие от 

ко о  БЧХ, ст оятся на  не  оичн ми  асши ениями поля Галуа GF(2),  сле ст ие чего 

сим олом ко а я ляется не   оичн й элемент, а m   оичн х элементо . З есь GF(2
m
) – 

 асши ение поля,   кото ом ст оится ко . Математические мо ели  ля систем с гиб и ной 

с язью, использующие ко   БЧХ, т ебуют оп е еления значений таких па амет о , как 

 е оятность исп а ления ошибок   блоке и  е оятность неисп а ления ошибок. Данн е 

па амет   не могут б ть оп е елен   ля случая ко о  РС без    о а  ополнительн х 

   а ений, поз оляющих анализи о ать по а ение элементо  на у о не не   оичн х, а m-

 ичн х сим оло  (по  обнее описано   чет ё том  аз еле). В пятой гла е статьи такие 

   а ения получен   ля случая, ког а  иск етн й канал опис  ается п остой ма ко ской 

цепью. 
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2.  Стратегии ГРОС БКК 
 

В ст атегии ГРОС-БКК-1 [3, 4] п и п иёме инфо мационного блока n  езультат  

п е них поп ток  ля  еко и о ания не используются, т.е. инфо мационн й блок, 

п инят й с ошибкой   нечётной поп тке,  сег а исп а ляется ко  екти ующей г уппой из 

сле ующей поп тки. На  ис. 1 п и е ён п име  исп а ления инфо мационн х блоко  n 

п инят ми ко  екти ующими г уппами r2 (  скобках обозначен  номе а поп ток 

пе е ачи). В  анном п име е  и но, что п инят й   пе  ой поп тке пе е ачи n-элементн й 

блок исп а ляется только ко  екти ующей г уппой, п инятой  о  то ой поп тке пе е ачи. 

 

 
 

Рис. 1. П инцип исп а ления ошибок блочн м ко ом   ГРОС-БКК-1 

 

 

В ст атегии ГРОС-БКК-2 [5, 6] п и обна у ении ошибок   случае по то ного п иёма 

инфо мационного блока  елается поп тка их исп а ления с помощью ко  екти ующей 

г упп , полученной  анее, а   случае неу ачи – поп тка исп а ить этот инфо мационн й 

блок ко  екти ующей г уппой из сле ующей поп тки пе е ачи. На  ис. 2 п и е ён п име  

 ля ст атегии ГРОС-БКК-2 (аналогично  ис. 1). 

 

 
 

Рис. 2. П инцип исп а ления ошибок блочн м ко ом   ГРОС-БКК-2 

 

 

В ст атегии ГРОС-БКК-3 [5, 6]  ля исп а ления п инятого с ошибками блока 

используются  се полученн е  анее ко  екти ующие г упп . Аналогично, п и получении 

ко  екти ующей г упп   елается поп тка исп а ить с её помощью  се полученн е  анее 

инфо мационн е блоки. На  ис. 3 так е показан п инцип исп а ления п инят х блоко . 

 

 
 

Рис. 3. П инцип исп а ления ошибок блочн м ко ом   ГРОС-БКК-3 

 

 

С учётом того, что   [5] п и е ен   езультат  с а нения ГРОС-БКК-2 и ГРОС-БКК-3, 

использующие ко  БЧХ, г е ст атегия БКК-3 имеет небольшой   иг  ш   с а нении с БКК-

2, но  еализация ГРОС БКК-3 т ебует п и лечение бо льших   числительн х мощностей по 

с а нению со ст атегиями БКК-2 и БКК-1, – ни е бу ут  ассмат и аться только ст атегии 

БКК-1 и БКК-2. 
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3.  Сравнение ГРОС с кодами БЧХ и РС 
 

В качест е мо ели  иск етного канала бу ем использо ать канал, па амет   кото ого 

за аются п остой ма ко ской цепью. Данная мо ель поз оляет  описать г уппи ующийся 

ха акте  по а ения элементо . 

Мо ель п е полагает наличие   ух состояний  иск етного канала. В о ном из состояний 

ошибок не  озникает. Бу ем наз  ать такое состояние хо ошим, или G-состоянием. Во 

 то ом состоянии ошибки   озникают с   е оятностью 1. Данное  состояние  назо ем  

плохим, B-состоянием. 

Изменение состояний мо ели оп е еляется мат ицей пе ехо н х  е оятностей 

 

gg gb

bg bb

P Р

Р Р
P .   (1) 

Пе ехо ная  е оятность xyP – это  е оятность пе ехо а систем  на сле ующем шаге 

  состояние y, если на текущем шаге она нахо илась   состоянии x. Данная мат ица 

стохастичная, то есть сумма члено  ка  ой ст оки  а на е инице gg gb 1P P  , bg bb 1P P  . 

Финальн е (п е ельн е)  е оятности нахо  ения   состояниях оп е еляются 

   а ениями  

 

gb
b

bg gb

P
P

P P



, 

bg
g

bg gb

P
P

P P



,   (2) 

с е ние  лин  хо ошего и плохого состояний канала 

 g
gb

1
D

P
  , b

bg

1
D

P
 .      (3) 

Для с а нения систем   с е е Simulink б ли  аз аботан  мо ели  ля пе   х   ух 

ст атегий  еко и о ания, использующие ко   БЧХ и РС (по  обно  ассмот ен    [1, 2]). 

Для исп а ления ошибок использо ался ко  БЧХ (239, 255) и аналогичн й ему ко  РС(42, 

40). Ко   РС(42, 40)  мо но  считать  эк и алентн м,  поскольку  он   аботает    поле  

GF(64), т.е.     оичн х сим олах соот етст ие k  инфо мационн х элементо  

40 6 240k     и n  ко о  х 42 6 252n     со азме но. К оме  того, п и е ен   езультат  

использо ания ко а РС(44,40), исп а ляющего   е ошибки, но с несколько большей 

изб точностью, чем ко  БЧХ (239, 255) ( ля РС(44, 40) 40 6 240k     и 44 6 264n    ). На 

 ис. 4 показан  за исимости  е оятностей успешной  оста ки от  опустимого числа 

поп ток  ля ст атегий БКК-1,2. Па амет   канала, используемого п и мо ели о ании: 

gg 0.99P  , bb 0.9P  . 
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Рис. 4. За исимости  е оятностей успешной  оста ки от  опустимого числа поп ток 

 

 

Из  ис. 4  и на целесооб азность использо ания систем  с ко ом РС п и г уппи о ании 

ошибок как  ля ст атегии БКК-1, так и  ля ст атегии  БКК-2. 

 

 

 

4.  Методики расчёта вероятностно-временны х характеристик  

для стратегий декодирования систем ГРОС БКК 
 

В  аботе [4] по  обно изло ено получение    а ений оп е еления  е оятности 

успешной  оста ки блока   за исимости от  опустимого числа поп ток  ля ст атегии БКК-

1. П и е ём только конечн е    а ения. 

В  альнейшем бу ем полагать: 

Lm – число пе есп осо ; 

удP  –  е оятность успешной  оста ки блока; 

(0, )P n  –  е оятность п а ильного п иёма инфо мационного блока;  

eP  –  е оятность неп а ильного п иёма блока; 

иP  –  е оятность исп а ления блока;  

ниP  –  е оятность неисп а ления блока. 
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В  аботе [5] изло ена мето ика  ля ст атегии БКК-2. По хо  к изменению мето ики 

п и использо ании ко о  РС аналогичен по хо у к изменению мо ели  ля ГРОС БКК-1, но, 

  и у  остаточной сло ности математических    а ений,  нет необхо имости п и о ить её 

описание    амках  анной  абот .  

Для использо ания математических мо елей БКК-1,2 п именительно к системам ГРОС 

БККРС необхо имо оп е елить сле ующие па амет  :  е оятность п а ильного п иёма 

инфо мационного блока ( (0, )P n ),  е оятность неп а ильного п иёма блока 

( e 1 (0, )P P n  ),  е оятность исп а ления блока ( иP ) и  е оятность неисп а ления 

( ни и1P P  ). Поскольку ко   РС  аботают не с   оичн ми элементами, а с элементами 

 асши ений полей Галуа, –   нашем случае GF(64) – нахо  ение этих па амет о  т ебует 

нет и иального по хо а. 

Так,  ля ко а РС   GF(64) о ним элементом поля я ляется шесть   оичн х элементо  

(
62 64 ). Поэтому целесооб азно на у о не ко е а п оиз о ить с ё тку  иск етного 

канала, об ащая  нимание на сле ующее с ойст о. По а ение элемента поля GF(64) 

п оисхо ит, если хотя б  о ин из шести   оичн х элементо  п инят неп а ильно. То есть    

с е нутом канале безошибочн й элемент соот етст ует случаю, ког а  се шесть   оичн х 

элементо  п инят   е но, иначе элемент поля считается по а ённ м (на  ис. 5 п и е ена 

иллюст ация п оцесса с ё тки канала). 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0

    

Ошибочн й элемент Ошибочн й элемент Ошибочн й элементБезошибочн й элемент

1 0 1 1

 

Свернутый канал  
Рис. 5. П име  с ё тки канала 

 

 

В и у того что п оцесс по а ения слото  исхо ного  иск етного канала я ляется 

г уппи ующимся,   с е нутом канале г уппи о ания сох анятся. О нако па амет  , 

опис  ающие п оцесс  на у о не с е нутого канала, отличаются от исхо н х. В с язи с 

  шесказанн м  озникает за ача оп е еления па амет о   иск етного канала после 

с ё тки. Ни е п и е ено её  ешение. 

 

 

 

5.  Определение параметров свёрнутого канала 
 

Финальная  е оятность хо ошего состояния с ё нутого канала бу ет  а на  е оятности 

безошибочного п иёма элемента поля GF(64) и оп е елится как 
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1
g g gg

mQ P P   ,      (7) 

г е gP  и ggP  – па амет   исхо ного канала, gQ  – финальная  е оятность п а ильного 

п иёма блока   с ё нутом канале, m  –  азме ность  асши ения поля GF( 2m ). 

Най я финальную  е оятность хо ошего состояния   с ё нутом канале, мо ем найти 

 е оятность сох анения хо ошего состояния из сле ующего соотношения 

g
gg gg

g

Q
Q P

P
  .      (8) 

Поскольку мат ица пе ехо н х  е оятностей стохастическая, то 

gb gg1Q Q  . 

Зная  е оятность пе ехо а из хо ошего состояния   плохое и финальную  е оятность 

хо ошего состояния, оп е елим  е оятность пе ехо а из плохого состояния   хо ошее. 

Финальная  е оятность хо ошего состояния – 
bg

g
bg gb

Q
Q

Q Q



, отсю а 

gb g
bg

g1

Q Q
Q

Q





,      (9) 

bb bg1Q Q  . 

Оп е ели  па амет   с ё нутого канала, мо но пе ехо ить к сле ующему этапу – 

нахо  ению  е оятности исп а ления ошибок   блоке. 

 

 

 

6.  Определение вероятности исправления ошибок в блоке 
 

В п е   ущем пункте б ла п е ло ена мето ика оп е еления па амет о  с ё нутого 

канала.  Сле ующий этап  ешения за ачи – нахо  ение  е оятности исп а ления ошибок 

  блоке иP .  

Исп а ление  озмо но п и усло ии, что общее количест о ошибок   блоке не 

п е  шает исп а ляющей способности ко а. В нашем п име е ко  РС(44,40) исп а ляет 2 

ошибки   поле GF(64), а РС(42,40) – о ну шестибито ую ошибку, поэтому ни е  ассмот им 

получение    а ений  е оятностей о нок атной (1, )P n  и   ук атной (2, )P n  ошибок   

блоке  линой n  элементо . Для нахо  ения ошибок большей к атности мо но 

 оспользо аться алго итмами, п и е ённ ми   [3]. 

П и пе е аче блока  линной n  элементо    канале с г уппи о анием ошибок  озмо на 

многок атная смена состояния канала. П и фикси о анной  еличине ошибок i  количест о 

соот етст ующих  екто о  состояния канала оп е еляется как число сочетаний из n  по i . 

В отличие от канала с неза исим ми ошибками,    анном случае ка   й  екто  бу ет 

ха акте изо аться с оей  е оятностью. Таким об азом, искомая  еличина ( , )P i n  

п е ста ляет собой сумму  сех  екто о  состояния канала  лин  n  и  еса i . Сначала 

 ассмот им нахо  ение  е оятности (1,5)P , после чего получим    а ение  ля общего 

случая. Всего  озмо н х состояний канала  бу ет 1
5

5!
5

4! 1!
C  


. Все  екто   состояний 

канала и соот етст ующие им  е оятности п и е ен    табл. 1. Ве оятности, 

соот етст ующие  екто ам состояний, оп е еляются финальн ми и пе ехо н ми 

 е оятностями п остой ма ко ской цепи.  
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Таблица 1. Возмо н е состояния канала 

 
Состояние Векто  состояния канала Ве оятность  екто а состояния канала 

1 10000 
b bg gg gg ggQ Q Q Q Q  

2 01000 
g gb bg gg ggQ Q Q Q Q  

3 00100 
g gg gb bg ggQ Q Q Q Q  

4 00010 g gg gg bg ggQ Q Q Q Q  

5 00001 g gg gg gg gbQ Q Q Q Q  

 

Как  и но из табл. 1,  е оятности только   ух  екто о  отличаются ме  у собой, 

остальн е –  а н . Тог а    а ение  ля общего случая п имет  и : 
2 2 3

b bg gg g gb gg g gb bg gg(1, ) ( 2)n n nP n Q Q Q Q Q Q n Q Q Q Q              .  (10) 

В случае   ук атного по а ения блока конечное    а ение мо ет б ть оп е елено 

аналогичн м способом: 
3 3 2 4

b bb bg gg b bg gb gg b bg gb gg

3 2 4
g gg gb bb g gb bg gg

2
4 2 2 5

g gb bb bg gg g gb bg gg

(2, ) ( 3)

( 3)

7 12
( 3) .

2

n n n

n n

n n

P n Q Q Q Q Q Q Q Q n Q Q Q Q

Q Q Q Q n Q Q Q Q

n n
n Q Q Q Q Q Q Q Q Q

  

 

 

             

          

  
           

 (11) 

Таким об азом,  е оятность исп а ления блока  ля ко а РС(44,40), исп а ляющего, как 

го о илось   ше,   е ошибки и (1, ) (2, )P P n P n  . Для ко а РС(42,40) и (1, )P P n . 

Ве оятность  неисп а ления  ля обоих случае , соот етст енно ни и1P P  .  

Таким об азом, получен   се необхо им е    а ения  ля нахо  ения  е оятности 

успешной  оста ки блока п именительно к системам ГРОС, использующим ко   РС. 

 

 

 

7.  Сравнение результатов математической и имитационной моделей 
 

Для п о е ки ко  ектности полученн х    а ений б ло п о е ено имитационное 

мо ели о ание. Результат  с а нения математической и имитационной мо елей  ля 

па амет о  исхо ного канала  gg 0.99P  , bb 0.9P   п и е ен  на  ис. 6. В п оцессе 

мо ели о ания по каналу пе е а алось 500000 блоко .  
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Рис. 6. За исимости  е оятностей успешной  оста ки от  опустимого числа поп ток  

(с а нение математической и имитационной мо елей) 

 

 

Как  и но из  ис. 6,  езультат  с а нения математической и имитационной мо елей 

   остаточной степени со па ают, что по т е   ает состоятельность полученн х 

   а ений. Если го о ить об относительной ско ости пе е ачи  ля  анного случая – к 

п име у, п и ог аничении   пять пе есп осо , то её значение соста ит 0.208. О нако стоит 

отметить, что    аботе ста илась за ача не синтеза оптимальной систем  с ГРОС, а 

получения математических    а ений, поз оляющих точно описать такую систему  ля 

случая использо ания ко о  Ри а – Соломона. Оче и но, что  ля канала с меньшей 

 е оятностью ошибки относительная ско ость пе е ачи сущест енно  оз астёт. Так, к 

п име у, п и gg 0.999P  , bb 0.9P   и 5Lm   показатель относительной ско ости  а ен 0.78. 

В  анной  аботе  ассмот ен о ин из  озмо н х случае  пост оения систем с гиб и ной 

с язью, использующих ко   Ри а – Соломона. Отметим, что п е ло енн е    а ения  ля 

оп е еления  е оятностно-  еменн  х ха акте истик систем  с ГРОС могут б ть 

использо ан  п именительно к люб м ко ам Ри а –Соломона, а не только  ля 

 ассмот енн х  абочих п име о  (42,40) и (44, 40). 
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Mathematical  Model  of HARQ System Using Reed-Solomon Codes 

 

N. Lyamin, D. Kleyko, A. Shapin 

 

In this paper we introduce expressions for determination of the probabilistic–time characteristics 

of HARQ systems using Reed–Solomon codes for the case when discrete channel is described 

with a simple Markov chain. Simulation modeling with similar systems that use BCH codes was 

made. Analytical results are compared with the results of the simulation modeling.  

 

Keywords: HARQ systems, Reed–Solomon codes, simple Markov chain, discrete channel ag-

gregation. 

 

mailto:kley3@yandex.ru

