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Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ êîíâåéåðíûõ àëãîðèòìîâ
øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñòàíäàðòà MPI

Ì. Ã. Êóðíîñîâ∗

Âûïîëíåí òåîðåòè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âðåìåíè âûïîëíåíèÿ äðåâîâèäíûõ
àëãîðèòìîâ îïåðàöèè MPI_Bcast. Â ìîäåëè Õîêíè îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå ñòåïåíè äå-
ðåâüåâ è ðàçìåðû ñåãìåíòîâ â êîíâåéåðèçèðîâàííûõ âåðñèÿõ àëãîðèòìîâ. Èññëåäîâàíèå
àëãîðèòìîâ âûïîëíåíî ñ ó÷åòîì äåòàëåé èõ ðåàëèçàöèè â áèáëèîòåêè Open MPI. Ïðîâå-
äåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìàñøòàáèðóåìîñòè àëãîðèòìîâ íà âû÷èñëèòåëüíîì
êëàñòåðå ñ ñåòüþ ñâÿçè Gigabit Ethernet.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à, òðàíñëÿöèîííûé îáìåí, broadcast, MPI, ïà-
ðàëëåëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå

Ñî âòîðîé ïîëîâèíû 1990-õ ãîäîâ îñíîâíûì ñðåäñòâîì ñîçäàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì,
ïåðåíîñèìûõ ìåæäó øèðîêèì ñïåêòðîì àðõèòåêòóð âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÂÑ), ÿâëÿþò-
ñÿ áèáëèîòåêè ñòàíäàðòà MPI (message passing interface) [1]. Áàçîâûì ñðåäñòâîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþùèõñÿ MPI-ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ïî êàíà-
ëàì ñâÿçè. Ñòàíäàðòîì îïðåäåëåíû òðè òèïà èíôîðìàöèîííûõ îáìåíîâ ìåæäó ïðîöåññàìè
MPI-ïðîãðàììû: äâóñòîðîííèå îáìåíû (point-to-point communications), îäíîñòîðîííèå îáìå-
íû (one-sided communications, remote memory access) è êîëëåêòèâíûå îáìåíû (ãðóïïîâûå, ãëî-
áàëüíûå, collective communications). Â äâóñòîðîííåì îáìåíå ó÷àñòâóþò äâà ïðîöåññà ïóòåì
ÿâíîãî îáðàùåíèÿ ê ôóíêöèÿì ïåðåäà÷è (MPI_Send) è ïðèåìà ñîîáùåíèÿ (MPI_Recv). Ïîáî÷-
íûì ýôôåêòîì ýòîãî âèäà èíôîðìàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âûïîë-
íåíèÿ ïàðû ïðîöåññîâ, ÷òî ìîæåò îêàçàòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàë-
ëåëüíîé ïðîãðàììû. Ïðè îäíîñòîðîííåì îáìåíå â îïåðàöèþ âîâëå÷åí òîëüêî îäèí ïðîöåññ,
êîòîðûé âûïîëíÿåò óäàëåííóþ îïåðàöèþ çàïèñè (MPI_Put) èëè ÷òåíèÿ (MPI_Get) îáëàñòè
ïàìÿòè äðóãîãî ïðîöåññà. Ñèíõðîíèçàöèè ïðîöåññîâ íå ïðîèñõîäèò, ïîêà ñîîòâåòñòâóþùóþ
îïåðàöèþ ÿâíî íå âûçîâåò îäèí èç ïðîöåññîâ. Êîëëåêòèâíûå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ðå-
ñóðñîåìêèìè, â íèõ ó÷àñòâóþò âñå ïðîöåññû êîììóíèêàòîðà ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Ñòàí-
äàðò MPI 3.1 îïðåäåëÿåò 17 êîëëåêòèâíûõ îïåðàöèé, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû:
òðàíñëÿöèîííûé îáìåí (ÒÎ, one-to-all broadcast/scatter), êîëëåêòîðíûé (ÊÎ, all-to-one gather) è
òðàíñëÿöèîííî-öèêëè÷åñêèé (ÒÖÎ, all-to-all/allgather).

Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà àëãîðèòìàõ ðåàëèçàöèè îïåðàöèè
òðàíñëÿöèîííîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ (one-to-all broadcast) èç çàäàííîãî êîðíåâîãî ïðîöåññà
âñåì îñòàëüíûì. Äàííàÿ îïåðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèåé

MPI_Bcast(buf, count, datatype, root, comm),
êîòîðàÿ âûïîëíÿåò ïåðåäà÷ó èç ïàìÿòè ïðîöåññà root áóôåðà buf, ñîäåðæàùåãî count ýëå-
ìåíòîâ òèïà datatype, âñåì ïðîöåññàì êîììóíèêàòîðà comm.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (âðåìÿ âûïîëíåíèÿ) îïåðàöèè MPI_Bcast ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæ-
íîé äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïàêå-
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òû ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðûõ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
çàâèñèò îò âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè MPI_Bcast. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì àíàëèçà îò-
÷åòîâ ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòà HPC Advisory Ñouncil [2, 3]. Ôóíêöèè ïåðå÷èñëåíû â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ÷àñòîòû âûçîâîâ è ñóììàðíîãî âðåìåíè èõ âûïîëíåíèÿ. Äëÿ ðÿäà ïàêåòîâ ïðèâå-
äåíû çíà÷åíèÿ ðàçìåðîâ ñîîáùåíèé, õàðàêòåðíûå äëÿ òåñòîâûõ íàáîðîâ äàííûõ, íà êîòîðûõ
âûïîëíÿëîñü ïðîôèëèðîâàíèå ïàêåòîâ.

Ò à á ë è ö à 1. Ïàêåòû ïàðàëëåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî
çàâèñèò îò âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè MPI_Bcast

Ïàêåò Ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü Ðàçìåðû ñîîáùåíèé

Abaqus Èíæåíåðíûé àíàëèç ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 64-256 áàéò

ANSYS CFX,
FLUENT

Âû÷èñëèòåëüíàÿ àýðî-, ãèäðî- è ãàçîâàÿ äèíàìèêà < 64 Êáàéò

FLOW-3D Âû÷èñëèòåëüíàÿ àýðî-, ãèäðî- è ãàçîâàÿ äèíàìèêà 4-16 áàéò, 1-4 Ìáàéò

HPCC FFT Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (1D)

HPCG Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c ðàçðåæåííîé
ìàòðèöåé

< 2 Êáàéò

LAMMPS Ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà < 256 Êáàéò

LS-DYNA Àíàëèç ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè òâåðäîãî è æèä-
êîãî òåëà

< 4 Êáàéò

VASP Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå < 256 Êáàéò

WRF Ìîäåëèðîâàíèÿ êëèìàòè÷åñêèõ è ïîãîäíûõ ÿâëåíèé < 16 Êáàéò

Ñóùåñòâóåò äâå îñíîâíûå ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûå ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòà MPI, Open
MPI è MPICH, íà áàçå êîòîðûõ ñîçäàíû âñå èçâåñòíûå áèáëèîòåêè MPI, âêëþ÷àÿ êîììåð÷åñêèå
ïàêåòû âåäóùèõ ïðîèçâîäèòåëåé ÂÑ:

• Open MPI: Mellanox HPCX, IBM Spectrum MPI, Fujitsu Post-K MPI, Bull MPI;
• MPICH: MVAPICH, Intel MPI, Tianhe2 TH-MPI, Cray MPI, IBM PE MPI.
Äëÿ êàæäîé êîëëåêòèâíîé îïåðàöèè â áèáëèîòåêå MPI ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ

åå ðåàëèçàöèè, îáëàäàþùèõ ðàçíîé ýôôåêòèâíîñòüþ: àðõèòåêòóðíî-îðèåíòèðîâàííûå àëãî-
ðèòìû (topology-aware collectives) è óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû íà îñíîâå îïåðàöèé
MPI_Send/MPI_Recv. Àðõèòåêòóðíî-îðèåíòèðîâàííûå àëãîðèòìû èìåþò âûñîêóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü çà ñ÷åò óçêîé ñïåöèàëèçàöèè äëÿ ôèêñèðîâàííîé êîììóíèêàöèîííîé òåõíîëîãèè
(Mellanox In�niBand CORE-Direct) èëè êîììóíèêàöèîííîé ñåòè ÂÑ (IBM BlueGene/Q, Cray
Aries CE, Fujitsu Tofu). Óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû êîëëåêòèâíûõ îïåðàöèé îñíîâàíû íà èñ-
ïîëüçîâàíèè òîëüêî îïåðàöèé MPI_Send è MPI_Recv, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íèæåëåæàùèì ñëî-
åì áèáëèîòåêè MPI. Òàêèå àëãîðèòìû ó÷èòûâàþò òîëüêî îáùåå ÷èñëî ïðîöåññîâ â ïðîãðàììå
è ïàðàìåòðû êîëëåêòèâíîé îïåðàöèè (ðàçìåð ñîîáùåíèÿ, òèï äàííûõ, íîìåð êîðíåâîãî ïðî-
öåññà è äð.). Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåò èõ øèðîêóþ ïåðåíîñèìîñòü ìåæäó ðàçëè÷íûìè àðõè-
òåêòóðàìè ÂÑ è ñîõðàíåíèå ïðèåìëåìîãî äëÿ ïðàêòèêè óðîâíÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Ïðè âûçîâå êîëëåêòèâíîé îïåðàöèè áèáëèîòåêà MPI äèíàìè÷åñêè îïðåäåëÿåò äëÿ çàäàí-
íîãî MPI-êîììóíèêàòîðà (÷èñëà ïðîöåññîâ) è ïàðàìåòðîâ îïåðàöèè (ðàçìåðà ñîîáùåíèÿ, òèïà
äàííûõ, íîìåðà êîðíåâîãî ïðîöåññà), êàêîé èç äîñòóïíûõ àëãîðèòìîâ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïå-
ðåäà÷è èñïîëüçîâàòü. Â òåêóùèõ ðåàëèçàöèÿõ MPICH, MVAPICH, Open MPI èñïîëüçóþòñÿ ëè-
áî ôèêñèðîâàííûå ïðàâèëà âûáîðà àëãîðèòìà íà îñíîâå ðàçìåðà ñîîáùåíèÿ, ëèáî âûáðàííûé
ïîëüçîâàòåëåì àëãîðèòì. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìîâ îïåðàöèè MPI_Bcast èìååò íàñòðàè-
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âàåìûå ïàðàìåòðû, âëèÿþùèå íà îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè.
Öåëü äàííîé ðàáîòû � âûïîëíèòü òåîðåòè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âðåìåíè

âûïîëíåíèÿ äðåâîâèäíûõ àëãîðèòìîâ îïåðàöèè MPI_Bcast è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìîâ � ñòåïåíè äåðåâüåâ è ðàçìåðû ñåãìåíòîâ â êîíâåé-
åðèçèðîâàííûõ âåðñèÿõ àëãîðèòìîâ. Â îòëè÷èå îò ðàíåå âûïîëíåííûõ ðàáîò [4, 5, 8, 9], â äàí-
íîé ðàáîòå àíàëèç âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì àñèìïòî-
òè÷åñêèõ îöåíîê, óäåëåíî âíèìàíèå è êîíñòàíòàì ïðè ïàðàìåòðàõ α è β èñïîëüçóåìîé ìîäåëè
Õîêíè. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ïîäêðåïëåíû ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ íà âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìå ñ ñåòüþ ñâÿçè ñòàíäàðòà Gigabit Ethernet. Àëãîðèòìû îïåðàöèè MPI_Bcast èññëåäîâà-
íû ñ ó÷åòîì äåòàëåé èõ ðåàëèçàöèè â áèáëèîòåêè Open MPI 4.0.0, â ðàçðàáîòêå êîòîðîé àâòîð
ïðèíèìàë ó÷àñòèå.

Îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû: â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè Õîêíè, â ðàìêàõ êî-
òîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç âðåìåííûõ õàðàêòåðèòèê àëãîðèòìîâ êîëëåêòèâíûõ îïåðàöèé.
Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå è àíàëèç îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ � îò ïðîñòåéøèõ ê íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì. Â ïîñëåäíèõ ðàçäåëàõ äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ àëãîðèòìîâ.

2. Ìîäåëü Õîêíè

Ìîäåëü Õîêíè (R. Hockney) � îäíà èç ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùàÿ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó äâóìÿ ïàðàìåòðàìè α è β . Âðåìÿ t(m) ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ðàçìåðîì
m áàéò ìåæäó äâóìÿ ïðîöåññàìè âûðàæàåòñÿ êàê

t(m) = α + mβ,

ãäå α � çàäåðæêà ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ (ëàòåíòíîñòü, latency, startup time), β � âðåìÿ, òðå-
áóåìîå äëÿ ïåðåäà÷è îäíîãî áàéòà ñîîáùåíèÿ. Òàêæå äàííàÿ ìîäåëü èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì
¾latency-bandwidth model¿. Ïàðàìåòð α âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ëàòåíòíîñòü êàíàëà ñâÿçè, òàê è
íàêëàäíûå ðàñõîäû ïðîöåññîðà íà ïåðåäà÷ó/ïðèåì ñîîáùåíèÿ (íàïðèìåð, óïàêîâêà ñîîáùåíèÿ
â ñòðóêòóðû äàííûõ ïðîòîêîëà MPI, èíèöèàëèçàöèÿ êàíàëà ñâÿçè). Âåëè÷èíà 1/β îòðàæàåò
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè (bandwidth). Êàê ïðàâèëî, çà åå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò-
ñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äëÿ êîíêðåòíîé êîììóíèêàöèîííîé òåõíîëîãèè
(íàïðèìåð, Gigabit Ethernet, In�niBand FDR).

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà èëëþñòðàöèÿ ìîäåëè Õîêíè. Ïðîöåññ 0 òðè ðàçà ïåðåäàåò ñîîáùåíè
ðàçìåðîì m áàéò ïðîöåññó 1. Ïðîöåññ 1 ïîëó÷àåò ïåðâûé áàéò ïåðâîãî ñîîáùåíèÿ ÷åðåç α
åäèíèö âðåìåíè è ïðèíèìàåò âñå ñîîáùåíèÿ çà âðåìÿ mβ . Ïðîöåññ 0 íå ìîæåò íà÷àòü ïåðåäà-
÷ó î÷åðåäíîãî ñîîáùåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîöåññ 1 íå ïîëó÷èë ïðåäûäóùåå. Ïîýòîìó âòîðîå
ñîîáùåíèå ïðîöåññ 0 íà÷èíàåò ïåðåäàâàòü â ìîìåíò âðåìåíè α + mβ , à ïðîöåññ 1 ïîëó÷àåò
åãî â ìîìåíò âðåìåíè 2(α + mβ) . Îáà ïðîöåññà çàêàí÷èâàþò îáìåíû çà âðåìÿ 3(α + mβ) .

mβ

α

0

1

α

t

t0 = 3(α + mβ)

t1 = 3(α + mβ)

mβ mβ

α α

α α

Ðèñ. 1. Ìîäåëü Õîêíè: ïðîöåññ 0 ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåäàåò òðè ñîîáùåíèÿ ðàçìåðîì m áàéò
ïðîöåññó 1

Ìîäåëü ìàêñèìàëüíî àáñòðàãèðóåòñÿ îò àðõèòåêòóðû ÂÑ è äåòàëåé ðåàëèçàöèè èíñòðóìåí-
òàðèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (èãíîðèðóåòñÿ ìíîãîïîòî÷íîñòü, ïðèñóòñòâèå íåáëî-
êèðóþùèõ êîììóíèêàöèîííûõ îïåðàöèé). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëàòåíòíîñòü α è ïðîïóñêíàÿ
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ñïîñîáíîñòü 1/β íå çàâèñÿò îò ðàçìåðà m ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàíà-
ëû ñâÿçè äîïóñêàþò äâóñòîðîííèé îáìåí äàííûìè (bidirectional channels). Êîììóíèêàöèîí-
íàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ íàäåæíîé è èìååò ïîëíîñâÿçíóþ ëîãè÷åñêóþ òîïîëîãèþ (fully connected).
Êàæäûé ïðîöåññ ìîæåò âûïîëíÿòü íàäåæíûå äâóñòîðîííèå îáìåíû îïåðàöèÿìè MPI_Send è
MPI_Recv ñ ëþáûì äðóãèì ïðîöåññîì. Ñèñòåìíîå óñòðîéñòâî ýëåìåíòàðíîé ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ
îäíîïîðòîâûì (single-ported) � êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàøèíà ÂÑ (ïðîöåññîð) ïîäêëþ÷åíà ê
ñåòè ÷åðåç îäèí êîììóíèêàöèîííûé êàíàë. Âðåìÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ìåæäó ëþáîé ïàðîé
ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí îäèíàêîâî.

3. Ëèíåéíûé àëãîðèòì

Â ëèíåéíîì àëãîðèòìå (linear broadcast, �at tree) êîðíåâîé ïðîöåññ ñ íîìåðîì root ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïåðåäàåò ñîîáùåíèå ïðîöåññàì 0, 1, . . . , p−1 . Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïñåâäîêîä àëãîðèòìà,
êîòîðûé âûïîëíÿþò âñå ïðîöåññû ïðîãðàììû. Àëãîðèòì èìååò íèçêóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü �
âðåìÿ åãî âûïîëíåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà p ïðîöåññîâ. Èç âðåìåííîé äèàãðàììû ðèñ. 3
âèäíî, ÷òî íàèáîëüøèì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîðíåâîé ïðîöåññ (ïðè ëþáîì
âûáîðå çíà÷åíèÿ root), îòñþäà âðåìÿ ðàáîòû ëèíåéíîãî àëãîðèòìà

t = (p − 1)(α + mβ) = O(p).

procedure BcastLinear(buf , count , root)
if rank = root then

for i = 0 to p– 1 do
if i != root then

Send(buf , count , i)
end if

end for
else

Recv(buf , count , root)
end if

end procedure

Ðèñ. 2. Ïñåâäîêîä ëèíåéíîãî àëãîðèòìà Bcast

! = ($ − 1)(( + *+)

! = ( +*+
! = 2(( + *+)

-..! = 0
1
2

$ − 1

2(( + *+)( + *+

…

Ðèñ. 3. Âðåìåííàÿ äèàãðàììà âûïîëíåíèÿ
ëèíåéíîãî àëãîðèòìà

Â ëèíåéíîì àëãîðèòìå íàèìåíüøèì âðåìåíåì tmin âûïîëíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîöåññ
0 èëè 1 (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êîðíåâîãî ïðîöåññà):

tmin = α + mβ.

Ðàçíîñòü ìåæäó âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ ñàìîãî ìåäëåííîãî ïðîöåññà (p − 1)(α + mβ) è
ñàìîãî áûñòðîãî α + mβ ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà ïðîöåññîâ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷è-
òåëüíîé ðàçáàëàíñèðîâàííîñòè âðåìåíè ðàáîòû ïðîöåññîâ. Ïîñëåäíåå íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ
íà îáùåì áàëàíñå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âåòâåé ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Òàêèå àëãîðèòìû
íå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â èòåðàöèîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäàõ, èõ èñïîëüçîâàíèå
îãðàíè÷åíî ñëó÷àÿìè, êîãäà äðóãèå àëãîðèòìû íåäîñòóïíû ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì (íàïðèìåð, íå
äîïóñêàþò ðåàëèçàöèþ äëÿ çàäàííîãî ðàçìåðà ñîîáùåíèÿ èëè ÷èñëà ïðîöåññîâ). Çíà÷èòåëüíî
ëó÷øèìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàäàåò êëàññ àëãîðèòìîâ øèðîêîâåùàòåëüíîé
ïåðåäà÷è, îñíîâàííûõ íà ëîãè÷åñêîì âûñòðàèâàíèè ïðîöåññîâ â äåðåâüÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ è
ïàðàëëåëüíîé ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé â ïîääåðåâüÿõ. Âûïîëíèì àíàëèç ýòèõ àëãîðèòìîâ è îïðå-
äåëèì èõ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû â ìîäåëè Õîêíè.



Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ êîíâåéåðíûõ àëãîðèòìîâ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñòàíäàðòà MPI 47

4. Àëãîðèòì k -àðíîãî äåðåâà

Â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå ïðîöåññû ïðîãðàììû ëîãè÷åñêè âûñòðàèâàþòñÿ â k -àðíîå
äåðåâî (k -ary tree). Êàæäûé ïðîöåññ, çíàÿ ñâîé íîìåð rank è îáùåå ÷èñëî p ïðîöåññîâ, îïðå-
äåëÿåò íîìåð ñâîåãî ðîäèòåëÿ è íîìåðà íå áîëåå k äî÷åðíèõ ïðîöåññîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãî-
ðèòìà � ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíóþ ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèÿ (åãî ðåòðàíñëÿöèþ) ÷åðåç ïðîìåæó-
òî÷íûå óçëû ïîääåðåâüåâ. Âñå ïðîöåññû, çà èñêëþ÷åíèåì êîðíåâîãî, íà ïåðâîì øàãå âûïîëíÿ-
þò ïðèåì ñîîáùåíèÿ îò ðîäèòåëüñêîãî ïðîöåññà, ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíóþ
ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèÿ äî÷åðíèì ïðîöåññàì, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî. Íàïðèìåð, â áèíàðíîì äåðåâå
(ðèñ. 4.à) êîðíåâîé ïðîöåññ íà ïåðâîì øàãå ïåðåäàåò ñîîáùåíèå ëåâîìó äî÷åðíåìó ïðîöåññó,
à íà âòîðîì øàãå � ïðàâîìó (íîìåð øàãà îòìå÷åí íàä ðåáðîì). Îäíîâðåìåííî íà âòîðîì øàãå
ëåâûé äî÷åðíèé ïðîöåññ êîðíÿ ïåðåäàåò ïðèíÿòîå ñîîáùåíèå ñâîåìó ëåâîìó äî÷åðíåìó óçëó.
Íà ðèñ. 4.á è ðèñ. 4.â ïðèâåäåíû ïðèìåðû òåðíàðíîãî è k -àðíîãî äåðåâüåâ, à òàêæå ïîêàçàíû
ïàðàìåòðû äåðåâüåâ è îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè t âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ.
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1 2 3

2 4 3 4 65
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…h

k
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Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðà ñîâåðøåííûõ k -àðíûõ äåðåâüåâ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è:
à � áèíàðíîå äåðåâî (binary tree, k = 2, p = 7, h = 2): t = 2blog2 pc(α + mβ) ;
á � òåðíàðíîå äåðåâî (ternary tree, k = 3, p = 13, h = 2): t = 3blog3 pc(α + mβ) ;
â � k -àðíîå äåðåâî (k -ary tree): t = kblogk pc(α + mβ)

Çàìåòèì, ÷òî ïîèñê ïðîöåññîì ñâîåãî ïîëîæåíèÿ â äåðåâå â õóäøåì ñëó÷àå òðåáóåò ïî-
ðÿäêà O(log p) àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Êàê ïðàâèëî, ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ äåðåâüåâ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íà ýòàïå ñîçäàíèÿ MPI-êîììóíèêàòîðîâ è ñîõðàíÿþòñÿ
â ïàìÿòè êàæäîãî ïðîöåññà.

Îöåíèì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà â ìîäåëè Õîêíè. Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà p ïðîöåñ-
ñîâ k -àðíîå äåðåâî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: èìåòü âèä çàâåðøåííîãî
k -àðíîãî äåðåâà (complete k -ary tree) ëèáî k -àðíîãî äåðåâà, ñáàëàíñèðîâàííîãî ïî ÷èñëó ïðî-
öåññîâ â ïîääåðåâüÿõ. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìà äåðåâà íàðÿäó ñ äðóãèìè èñïîëüçóåòñÿ â áèáëèîòåêå
Open MPI (coll/base) äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé MPI_Bcast è MPI_Reduce. Óêàçàííûå äåðå-
âüÿ îòëè÷àþòñÿ ñõåìîé çàïîëíåíèÿ ëèñòüÿìè ïîñëåäíåãî óðîâíÿ. Â çàâåðøåííîì äåðåâå óçëû
äîáàâëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, âñå âíóòðåííèå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü k (ðèñ. 5.à). Â ñáàëàí-
ñèðîâàííîì ïî ÷èñëó óçëîâ äåðåâå âåðøèíû äîáàâëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, íî ê ðîäèòåëÿì èç
ðàçíûõ ïîääåðåâüåâ. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5.á ëèñòîâûå óçëû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ïîä-
äåðåâüÿì ñ êîðíÿìè â óçëàõ 1, 2 è 3.

Åñëè äåðåâî èç p ïðîöåññîâ èìååò âèä ñîâåðøåííîãî k -àðíîãî äåðåâà (perfect k -ary tree),
â êîòîðîì âñå âíóòðåííèå óçëû èìåþò ñòåïåíü k , à ëèñòüÿ íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå h , òî
âðåìÿ tmax âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû ñàìîãî ïðàâîãî ëèñòîâîãî
ïðîöåññà (ðèñ. 4.â):

tmax = kh(α + mβ) = kb(logk(p(k − 1) + 1) − 1)c(α + mβ).
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Ðèñ. 5. Òåðíàðíîå äåðåâî øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è (p = 11, root = 0):
à � çàâåðøåííîå òåðíàðíîå äåðåâî;
á � òåðíàðíîå äåðåâî, ñáàëàíñèðîâàííîå ïî ÷èñëó óçëîâ â ïîääåðåâüÿõ

Íàèìåíüøèì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñàìûé ëåâûé ëèñò

tmin = h(α + mβ) = d(logk(p(k − 1) + 1) − 1)e(α + mβ).

Åñëè ïðîöåññîâ íå õâàòàåò äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî âèäà äåðåâà, òî âðåìÿ tmax

âûïîëíåíèÿ ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â ñëåäóþùåì èíòåðâàëå:

k(h − 1)(α + mβ) ≤ tmax ≤ kh(α + mβ).

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 4 äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî äåðåâà íå õâàòàåò äâóõ ïðîöåññîâ,
çäåñü íàèáîëüøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èìååò ïðîöåññ 9. Äàëåå, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïî-
ëàãàòü, ÷òî ïðîöåññû îáðàçóþò ñîâåðøåííîå äåðåâî. Óêàçàííîå äîïóùåíèå íå âëèÿåò íà äàëü-
íåéøèå ðàññóæäåíèÿ, òàê êàê ïðè àíàëèçå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íàñ èíòåðåñóþò
îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Òîãäà

t = kblogk pc(α + mβ) = O(log p).

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ è ðàçðàáîòêå áèáëèîòåê MPI âñòàåò âîïðîñ î âû-
áîðå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñòåïåíè k äåðåâà äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà p ïðîöåññîâ. Òàêîå ðåøå-
íèå ïðèíèìàåòñÿ äèíàìè÷åñêè ïðè ôîðìèðîâàíèè MPI-êîììóíèêàòîðîâ. Â áèáëèîòåêàõ Open
MPI è MVAPICH ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå k = 4 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðîöåññîâ.
Îïðåäåëèì îïòèìàëüíîå â ìîäåëè Õîêíè çíà÷åíèå k . Çàïèøåì îöåíêó ñâåðõó âðåìåíè âû-
ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà êàê ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà k è íàéäåì åãî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ìèíèìàëüíî:

t(k) = k logk p(α + mβ),
∂t(k)

∂k
=

ln k − 1

ln2 k
= 0, k = e ≈ 2.7183.

Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøèì â ìîäåëè Õîêíè ñðåäè k -àðíûõ äåðåâüåâ âðåìåíåì âûïîëíå-
íèÿ îáëàäàåò òåðíàðíîå äåðåâî (k = 3). Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðàêòèêîé �
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äîñòèãàåòñÿ íà k -àðíûõ äåðåâüÿõ íåáîëüøèõ ñòåïåíåé. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ k íàáëþäàåòñÿ ðîñò âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà k -àðíîãî äåðåâà øèðîêîâåùàòåëüíîé
ðàññûëêè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k . Èçìåðåíèÿ âûïîëíåíû äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â áèá-
ëèîòåêå Open MPI 4.0.0 îáùåïðèíÿòûì òåñòîì Intel MPI Benchmarks (ïðèâåäåíî ñðåäíåå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ïî íå ìåíåå 40 çàïóñêàì äëÿ êàæäîãî k ) äëÿ 128 ïðîöåññîâ: 16 äâóõïðîöåññîðíûõ
óçëîâ (2 x Intel Xeon Quad), ñåòü ñâÿçè � Gigabit Ethernet.

Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî, ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ � âðåìÿ åãî
ðàáîòû ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñèò îò ÷èñëà ïðîöåññîâ. Â òî æå âðåìÿ àëãîðèòì èìååò ñóùå-
ñòâåííûé íåäîñòàòîê � ôèêñèðîâàííàÿ ñòåïåíü k êîðíÿ è âíóòðåííèõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷è-
íîé èõ íåäîñòàòî÷íîé çàãðóæåííîñòè îïåðàöèÿìè ïåðåäà÷è. Òàê, â òåðíàðíîì äåðåâå (ðèñ. 4.á)
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà îò ñòåïåíè k äåðåâà
(p = 128 , 1 � ðàçìåð ñîîáùåíèÿ 1 ÌÁ; 2 � ðàçìåð ñîîáùåíèÿ 2 ÌÁ):
à � àëãîðèòì k -àðíîãî äåðåâà;
á � àëãîðèòì k -íîìèàëüíîãî äåðåâà

ïîñëå âûïîëíåíèÿ òðåõ îïåðàöèé êîðåíü çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó, õîòÿ â ýòî âðåìÿ â äåðå-
âå ïðèñóòñòâóþò óçëû, îæèäàþùèå ñîîáùåíèÿ. Óêàçàííîãî íåäîñòàòêà ëèøåí àëãîðèòì k -
íîìèàëüíîãî äåðåâà.

5. Àëãîðèòì k -íîìèàëüíîãî äåðåâà

Â àëãîðèòìå k -íîìèàëüíîãî äåðåâà ïðîöåññû ëîãè÷åñêè âûñòðàèâàþòñÿ â äåðåâî îáìåíîâ,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîâîêóïíîñòü k -íîìèàëüíûõ äåðåâüåâ (k -nomial tree). Ïðè k = 2 äåðåâî íà-
çûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì (binomial tree), à ïðè k = 3 � òðèíîìèàëüíûì (trinomial tree). Íà
ðèñ. 7 ïîêàçàíû ïðèìåðû áèíîìèàëüíîãî, 3-íîìèàëüíîãî è 4-íîìèàëüíîãî äåðåâüåâ äëÿ øè-
ðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ èç êîðíåâîãî ïðîöåññà 0. Êàæäûé ïðîöåññ, çà èñêëþ÷å-
íèåì êîðíåâîãî, âûïîëíÿåò äâà øàãà � ïðèåì ñîîáùåíèÿ îò ðîäèòåëÿ è åãî ïåðåäà÷ó äî÷åðíèì
ïðîöåññàì, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî. Íîìåðà ïðîöåññîâ òðàêòóþòñÿ êàê ÷èñëà, çàïèñàííûå â
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì k . Íîìåð ðîäèòåëüñêîãî ïðîöåññà âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ñáðîñà
â íîìåðå òåêóùåãî ïðîöåññà ñàìîãî ìëàäøåãî ðàçðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûì âåñîì (least signi�cant
digit, LSD). Íàïðèìåð, â áèíîìèàëüíîì äåðåâå íîìåð ðîäèòåëÿ äëÿ ïðîöåññà 12 = 11002 ðà-
âåí 8 = 10002 , êîòîðûé ïîëó÷åí ïóòåì ñáðîñà â ÷èñëå 12 òðåòüåãî áèòà (ìëàäøåãî çíà÷àùåãî
ðàçðÿäà). Êîëè÷åñòâî äî÷åðíèõ óçëîâ ëþáîãî ïðîöåññà íå ïðåâûøàåò (k − 1)dlogk pe . Òàêèì
îáðàçîì, â îòëè÷èå îò k -àðíûõ äåðåâüåâ, â k -íîìèàëüíûõ ñòåïåíü êîðíÿ (âíóòðåííåãî óçëà) íå
ôèêñèðîâàíà, à ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñèò îò ÷èñëà âåðøèí â åãî ïîääåðåâå. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿ-
åò k -íîìèàëüíûì äåðåâüÿì ýôôåêòèâíåå çàãðóçèòü êîðåíü è âíóòðåííèå ïðîöåññû ïåðåäà÷åé
ñîîáùåíèé. Èç ïðèìåðà íà ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî íàèìåíüøèì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ áèíîìèàëüíîå äåðåâî, êîòîðîìó òðåáóåòñÿ 4 øàãà äëÿ çàâåðøåíèÿ îïåðàöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå âðåìÿ t(k) âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû êîðíå-
âîãî ïðîöåññà � âðåìåíåì çàâåðøåíèÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ñàìîìó ïðàâîìó äî÷åðíåìó óçëó

t(k) = (k − 1)dlogk pe(α + mβ).

Ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ôóíêöèè t(k) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá îïòèìàëüíîñòè áèíî-
ìèàëüíûõ äåðåâüåâ â ìîäåëè Õîêíè. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðàõ
ïîäòâåðæäàþò îïòèìàëüíûé õàðàêòåð áèíîìèàëüíûõ äåðåâüåâ. Íà ðèñ. 6.á ïîêàçàíî ìîíîòîí-
íîå âîçðàñòàíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà k -íîìèàëüíîãî äåðåâà ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïå-
íè äåðåâà íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ñ ñåòüþ ñâÿçè Gigabit Ethernet.
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Ðèñ. 7. Ñòðóêòóðà k -íîìèàëüíûõ äåðåâüåâ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è:
à � áèíîìèàëüíîå äåðåâî (binomial tree, k = 2, p = 13, h = 3);
á � òðèíîìèàëüíîå äåðåâî (trinomial tree, k = 3, p = 13, h = 2);
â � 4-íîìèàëüíîå äåðåâî (4-nomial tree, k = 4, p = 13, h = 2)

Íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå äîñòîèíñòâà, äàííûé àëãîðèòì íå ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü îäíî-
âðåìåííîãî ïðèåìà è ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé îäíèì ïðîöåññîì ïî äóïëåêñíûì êàíàëàì ñâÿçè,
êîòîðûå õàðàêòåðíû äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé ÂÑ (Gigabit
Ethernet, In�niBand). Âîçìîæíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, â êîòîðîì èñõîä-
íîå ñîîáùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû è ïåðåäàåòñÿ ïî êîíâåéåðó, òàê, ÷òîáû ïðîìåæóòî÷-
íûå ïðîöåññû îäíîâðåìåííî ïåðåäàâàëè òåêóùèé ñåãìåíò è ïðèíèìàëè ñëåäóþùèé. Ðàññìîò-
ðèì ýòîò ïîäõîä íà ïðèìåðå àíàëèçà è îïòèìèçàöèè êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà äëÿ áîëüøèõ
ñîîáùåíèé.

6. Êîíâåéåðíûé àëãîðèòì

Â êîíâåéåðíîì àëãîðèòìå (linear pipeline) èñõîäíîå ñîîáùåíèå äëèíîé m áàéò ðàçáèâà-
åòñÿ íà dm/se ñåãìåíòîâ ïî s áàéò, êîòîðûå ïî öåïî÷êå ïåðåäàþòñÿ îò ïðîöåññà ê ïðîöåññó.
Ïðîìåæóòî÷íûå ïðîöåññû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîãî ñåãìåíòà mi íà÷èíàþò èñïîëüçîâàòü
äóïëåêñíûé ðåæèì ïåðåäà÷è � ïåðåäàâàòü òåêóùèé ñåãìåíò mi è îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðè-
íèìàòü ñëåäóþùèé ñåãìåíò mi+1 . Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíà äèàãðàììà âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî
àëãîðèòìà äëÿ ÷åòûðåõ ïðîöåññîâ è ñîîáùåíèÿ, ðàçáèòîãî íà òðè ñåãìåíòà m1, m2 è m3 . Ïðî-
ìåæóòî÷íûå ïðîöåññû 1 è 2 êîíâåéåðà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñåãìåíòà m1 ñðàçó íà÷èíàþò åãî
ïåðåäàâàòü ñëåäóþùåìó ïðîöåññó è îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðèíèìàòü ñåãìåíò m2 .
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Ðèñ. 8. Äèàãðàììà âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà (p = 4 , òðè ñåãìåíòà)

Íàèáîëüøèì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîöåññ p − 1 , êîòîðûé ïîñëåäíèì
ïîëó÷àåò çàêëþ÷èòåëüíûé ñåãìåíò ñîîáùåíèÿ. Ïåðâûé ñåãìåíò îí ïîëó÷àåò â ìîìåíò âðåìåíè
(p− 1)(α + sβ) , âòîðîé â p(α + sβ) , òðåòèé â (p + 1)(α + sβ) è ò.ä. Çàêëþ÷èòåëüíûé ñåãìåíò
ïðîöåññ p−1 ïîëó÷èò â ìîìåíò âðåìåíè

(
p − 2 +

⌈
m
s

⌉)
(α+sβ) . Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû

êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà

t(s) =
(
p − 2 +

⌈m

s

⌉)
(α + sβ).



Àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ êîíâåéåðíûõ àëãîðèòìîâ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñòàíäàðòà MPI 51

Îïðåäåëèì îïòèìàëüíûé ðàçìåð sopt ñåãìåíòà, ïðè êîòîðîì àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì â ìîäåëè Õîêíè âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ:

∂t(s)

∂s
= −mα

s2
+ (p − 2)β = 0, sopt =

√
mα

(p − 2)β
.

Íà ðèñ. 9.à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà â ìîäåëè
Õîíè îò ðàçìåðà ñåãìåíòà (ïàðàìåòðû α = 5 · 10−5 c, β = 4.7 · 10−8 c ïîëó÷åíû òåñòîì Intel
MPI Benchmarks äëÿ ñåòè ñâÿçè Gigabit Ethernet). Êðàñíûìè òî÷êàìè ïîêàçàíû îïòèìàëüíûå
ðàçìåðû sopt ñåãìåíòîâ. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà sopt äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê
ðàçìåðó ñåãìåíòà, ýôôåêòèâíîãî äëÿ ðåàëüíûõ êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Åå èñïîëüçîâàíèå
ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ãðàíèöû ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ðàçìåðà ñåãìåíòà äëÿ êîíêðåòíîé êîììó-
íèêàöèîííîé òåõíîëîãèè (Gigabit Ethernet, In�niBand). Íà ðèñ. 9.á ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå ðåçóëüòàòû � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ñ ñåòüþ ñâÿçè
Gigabit Ethernet è óñòàíîâëåííûå ãðàíèöû (ñóá)îïòèìàëüíûõ ðàçìåðîâ ñåãìåíòîâ [1536, 3072]
(âûäåëåíû öâåòîì).
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà îò ðàçìåðà s ñåãìåíòà
(128 ïðîöåññîâ):
à � ìîäåëè Õîêíè (α = 5 · 10−5 c, β = 4.7 · 10−8 ñ): 1 � m = 1 ÌÁ; 2 � m = 2 ÌÁ;
3 � m = 3 ÌÁ;
á � ýêñïåðèìåíò íà êëàñòåðå (Open MPI 4.0.0, òåñò Intel MPI Benchmarks, ñåòü Gigabit Ethernet):
m = 1 ÌÁ

Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü â ìîäåëè Õîêíè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áèíîìè-
àëüíîãî äåðåâà è êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåðîì ñåãìåíòà. Äëÿ ñîîáùåíèé
íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû áèíàðíîãî è áèíîìèàëüíîãî äåðå-
âüåâ. Äëÿ ñîîáùåíèé çíà÷èòåëüíûõ ðàçìåðîâ ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ êîíâåéåðíûé àëãî-
ðèòì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñîîáùåíèé ñðåäíèõ ðàçìåðîâ ðàçóìíî ïðèìåíèòü êîìáèíèðîâàííûé
ïîäõîä � äðåâîâèäíûé àëãîðèòì ñ êîíâåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé.

7. Àëãîðèòì áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé

Â àëãîðèòìå áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (pipelined binary
tree) ïðîöåññû ëîãè÷åñêè îðãàíèçîâàíû â áèíàðíîå äåðåâî. Èñõîäíîå ñîîáùåíèå äëèíîé m
áàéò ðàçáèâàåòñÿ íà dm/se ñåãìåíòîâ ïî s áàéò, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ ïî äåðåâó ñ ó÷åòîì
äóïëåêñíîãî ðåæèìà ðàáîòû êàíàëîâ ñâÿçè. Íà ðèñ. 11 ïîêàçàí ïðèìåð øèðîêîâåùàòåëüíîé
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ îïåðàöèè Bcast â ìîäåëè Õîêíè îò ðàçìåðà m
ñîîáùåíèÿ (α = 5 · 10−5 c, β = 4.7 · 10−8 ñ):
1 � êîíâåéåðíûé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåðîì ñåãìåíòà; 2 � áèíîìèàëüíîå äåðåâî

ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ, ðàçáèòîãî íà 3 ñåãìåíòà. Âðåìåííûå øàãè ïåðåäà÷è îòäåëüíûõ ñåãìåí-
òîâ îòìå÷åíû íà äóãàõ. Íà øàãå 3 ïðîöåññ 1 íà÷èíàåò ïåðåäà÷ó ïåðâîãî ñåãìåíòà ïðîöåññó
4 è îäíîâðåìåííî ïðèíèìàåò âòîðîé ñåãìåíò îò ïðîöåññà 0. Â òàáëèöå ñïðàâà (ðèñ. 11) ïîä-
÷åðêíóòû ïàðû ïðîöåññîâ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò è ïåðåäàþò ñåãìåíò ñîîáùåíèÿ
� èñïîëüçóþò äóïëåêñíûé ðåæèì ðàáîòû êàíàëîâ ñâÿçè. Êàê âèäíî, íå âñå ïðîöåññû è íå íà
êàæäîì âðåìåííîì øàãå â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçóþò äîñòóïíóþ ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ êàíàëîâ
ñâÿçè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå àëãîðèòìó áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé
íå óäàåòñÿ äîñòèãíóòü ïîëíîé çàãðóçêè äóïëåêñíûõ êàíàëîâ ñâÿçè (full bandwidth).
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Ðèñ. 11. Áèíàðíîå äåðåâî ñ êîíâåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (p = 7, root = 0 , 3 ñåãìåíòà, ÷èñëà
íàä äóãàìè � âðåìåííûå øàãè ïåðåäà÷è ñåãìåíòîâ)

Îöåíèì ñâåðõó âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå äëÿ k -àðíûõ äå-
ðåâüåâ, ïîñëåäíèì ïåðâûé ñåãìåíò ïðèíèìàåò ïðàâûé ëèñòîâîé ïðîöåññ. Ñëåäóþùèé ñåãìåíò
îí ïðèìåò ÷åðåç ÷èñëî øàãîâ, ðàâíîå ñòåïåíè äåðåâà, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ t(s) øèðî-
êîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è àëãîðèòìîì áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé ñîîáùåíèé èìååò
âèä

t(s) = 2
(
dlog2 pe +

m

s
− 1

)
(α + sβ).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó è äëÿ áèíîìèàëüíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðè-
çàöèåé ñîîáùåíèé

t(s) =
(
dlog2 pe +

m

s
− 1

)
(α + sβ).

Îïðåäåëèì îïòèìàëüíûé ðàçìåð ñåãìåíòà äëÿ àëãîðèòìà áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçà-
öèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé:

∂t(s)

∂s
= −2m

s2
α + 2(log2 p − 1)β = 0, sopt =

√
mα

(log2 p − 1)β
.
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Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîí-
âåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé îò ðàçìåðà s ñåãìåíòà. Êàê âèäíî èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ, íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äîñòèãíóòî ïðè ðàçìåðå ñåãìåíòà 13 312 áàéò.
Òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåííûé îïòèìàëüíûé ðàçìåð ñåãìåíòà sopt = 13 632 áàéò. Â öåëîì ïîëó-
÷åííîå çíà÷åíèå äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ âûáîðà ñóáîïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñåãìåíòà
íà ïðàêòèêå.
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé ñîîáùåíèé
îò ðàçìåðà s ñåãìåíòà (p = 128,m = 1 ÌÁ, Open MPI 4.0.0, òåñò Intel MPI Benchmarks, ñåòü
Gigabit Ethernet)

8. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ðåêîìåíäàöèè

Èçâåñòíà [9] òåîðåòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà âðåìåíè tBcast âûïîëíåíèÿ øèðîêîâåùàòåëü-
íîé ïåðåäà÷è â ìîäåëè Õîêíè

tBcast ≥ min{dlog2 peα, mβ}.

Îöåíèì îòêëîíåíèå âðåìåíè ðàáîòû ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ îò óêàçàííîé íèæíåé ãðà-
íèöû.

Äëÿ ñîîáùåíèé íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ (α > mβ ) âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áèíîìèàëüíîãî
äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì dlog2 pe ïðè ïàðàìåòðå α � âêëàäîì ëàòåíòíîñòè êàíàëà
ñâÿçè â ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà

tBinomial = dlog2 peα + mdlog2 peβ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ñîîáùåíèé íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
ïðè ïàðàìåòðå α ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì íèæíåé ãðàíèöû tBcast ,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà áèíîìèàëüíîãî äåðåâà äëÿ
ñîîáùåíèé íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ïðè ñîîáùåíèÿõ ñðåäíèõ è áîëüøèõ ðàçìåðîâ (α < mβ ),
êîãäà âêëàä ëàòåíòíîñòè êàíàëà ñâÿçè íå îêàçûâàåò ðåøàþùåãî çíà÷åíèÿ, àëãîðèòì áèíîìè-
àëüíîãî äåðåâà èìååò ïðè ïàðàìåòðå β êîýôôèöèåíò â log2 p ðàç áîëüøèé çíà÷åíèÿ íèæíåé
ãðàíèöû. Íà ðèñ. 13 ïðèâåäåí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòè äâà ñëó÷àÿ.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà (linear pipeline) îãðà-
íè÷èâàåò åãî ïðèìåíåíèå ñëó÷àåì íåçíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà ïðîöåññîâ, à òàêæå ñîîáùåíèé áîëü-
øèõ ðàçìåðîâ:

tPipeline =
(
p − 2 +

⌈m

s

⌉)
(α + sβ).
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Ðèñ. 13. Îòêëîíåíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áèíîìèàëüíîãî äåðåâà îò íèæíåé ãðàíèöû
âðåìåíè îïåðàöèè Bcast (α = 5 · 10−5 c, β = 4.7 · 10−8 ñ, p = 128, root = 0)

Ëàòåíòíîñòü àëãîðèòìà áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé ñîîáùåíèé (pipelined binary
tree) â 2 + m/s

log2 p
ðàç ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ëàòåíòíîñòè íèæíåé ãðàíèöû

tPipelinedBinTree = 2
(
dlog2 pe +

⌈m

s

⌉
− 1

)
(α + sβ).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðàõ ñîîáùåíèé è ñåãìåíòîâ îòíîøåíèå âðå-
ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ê íèæíåé ãðàíèöå ðàâíî êîíñòàíòå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá àñèìïòî-
òè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà â
2 + 2s log2 p

m
ðàç ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íèæíåé ãðàíèöû. Ïðè áîëüøèõ

ðàçìåðàõ ñîîáùåíèé îòíîøåíèå ðàâíî êîíñòàíòå, ÷òî ãîâîðèò îá àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëü-
íîñòè àëãîðèòìà ïî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè.

Íà ðèñ. 14 â ìîäåëè Õîêíè ïîêàçàíû äèàïàçîíû ðàçìåðîâ ñîîáùåíèé è ðåêîìåíäóåìûå
ê èñïîëüçîâàíèþ íà íèõ àëãîðèòìû øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è. Äëÿ ñîîáùåíèé íåáîëü-
øèõ ðàçìåðîâ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì áèíîìèàëüíîãî äåðåâà. Äëÿ ñîîáùåíèé
ñðåäíèõ ðàçìåðîâ óæå öåëåñîîáðàçíî çàäåéñòâîâàòü êîíâåéåðèçàöèþ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé è
àëãîðèòì áèíàðíîãî èëè áèíîìèàëüíîãî äåðåâà. Äëÿ ñîîáùåíèé áîëüøèõ ðàçìåðîâ è íåáîëü-
øîãî ÷èñëà ïðîöåññîâ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîíâåéåðíûé àëãîðèòì.
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Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ MPI_Bcast â ìîäåëè Õîêíè îò ðàçìåðà m
ñîîáùåíèÿ (α = 5 · 10−5 c, β = 4.7 · 10−8 ñ, p = 128, root = 0):
1 � àëãîðèòì áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîíâåéåðèçàöèåé (ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåðîì ñåãìåíòà);
2 � àëãîðèòì áèíîìèàëüíîãî äåðåâà; 3 � êîíâåéåðíûé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåðîì
ñåãìåíòà
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9. Çàêëþ÷åíèå

Âûïîëíåííûé òåîðåòè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âðåìåíè âûïîëíåíèÿ äðåâî-
âèäíûõ àëãîðèòìîâ îïåðàöèè MPI_Bcast ïîêàçàë áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà áèíî-
ìèàëüíîãî äåðåâà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìàìè òåðíàðíîãî è áèíàðíîãî äåðåâüåâ. Äëÿ àëãî-
ðèòìîâ ñ ñåãìåíòàöèåé ñîîáùåíèé óñòàíîâëåíà ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ áèíàðíîãî è áè-
íîìèàëüíîãî äåðåâüåâ äëÿ ñîîáùåíèé ñðåäíèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðîöåññîâ è
ñîîáùåíèé çíà÷èòåëüíûõ ðàçìåðîâ ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ êîíâåéåðíûé àëãîðèòì.

Ïîñòðîåííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íîñÿò ðåêîìåíäàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîçâîëÿþò
ñóçèòü íà ïðàêòèêå ïîèñê ýôôåêòèâíûõ ñòåïåíåé äåðåâüåâ è ðàçìåðîâ ñåãìåíòîâ äëÿ àëãîðèò-
ìîâ ñ êîíâåéåðèçàöèåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé.
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Analysis and optimization of pipelined broadcast algorithms

M. Kurnosov

Theoretical and experemental analysis of MPI_Bcast algortihms are performed. The optimal tree
degrees and segment sizes for pipelined versions of algorithms are obtained. Algorithms were
investigated according to their implementation in the Open MPI. Theoretical results are consistent
with experiments on a computer cluster with a Gigabit Ethernet communication network.

Keywords: broadcast, MPI, parallel programming, high-performance computing.




