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1.  Введение 
 

Данная работа посвящена обобщению результатов автора [1] на произвольное множество 
марковских источников с конечной памятью и конечным алфавитом. В этой работе доказано 
существование универсального кодирования произвольного множества марковских источни-
ков в зависимости от его структуры. Дана оценка избыточности этого кодирования в зависи-
мости от ε-энтропии множества источников. В качестве следствия получаются оценки для 
множества всех источников без памяти, полученных Р. Е. Кричевским [2], и для множества 
всех марковских источников, изученных Ю. М. Штарьковым [3] и автором [4]. 
 
 

2.  Основные определения 
 

Пусть буквы конечного алфавита { }1 2, , , ,  2kA a a a k= … ≤ < ∞ , называемого в дальней-

шем входным, порождаются марковским источником с памятью  0 s≤ < ∞ . В этом случае ис-
точник θ  однозначно определяется переходными вероятностями:  

( )i aip a aα θ= , где , 1,sa A i kα ∈ = . 

 

* Работа выполнена в рамках государственного задания № 071-03-2023-001 от 19.01.2023. 
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При ( )1 2, , , si i iα = … , 1 2i i isa a a aα = … , , 1,sa A t sα ∈ = . Очевидно, всегда выполняется ра-

венство ( ) ( ) ( )1 2 1kp a p a p aα α α+ +…+ = , при любом sa Aα ∈ . Таким образом, каждый мар-

ковский источник с памятью s  однозначно определяется набором (вектором) переходных ве-

роятностей. Размерность этого вектора равна ( )1sk k − . Верно и обратное утверждение. 

Отсюда видно, что множество марковских источников с памятью s  является единичным ку-

бом размерности ( )1sk k − . 

Множество всех слов nA , взятых в алфавите A , назовем кодовым. Тогда произвольная 
полубесконечная последовательность букв входного алфавита, порождаемая источником, од-

нозначно разбивается на последовательность слов nu A∈ . Число букв, входящих в произволь-

ное слово u , будем обозначать u  и называть его длиной.  

Произвольная полубесконечная последовательность букв входного алфавита, порождае-
мая источником θ , однозначно разбивается на последовательность слов длины n. Каждому 

слову nu A∈  с помощью отображения φ поставим в соответствие слово ( )uϕ  в выходном ал-

фавите B . Не умаляя общности, можно считать B  – двоичным, т.е. { }0, 1B = . 

В работе рассматриваются только дешифруемые кодирования, т.е. множество слов в вы-

ходном алфавите ( ) ( ){ }, n nA u u Aϕ ϕ= ∈  являются префиксными или, что то же самое, что 

для совокупности чисел ( ){ }, nu u Aϕ ∈  выполняется неравенство Крафта [5]. В этом случае 

существуют различные алгоритмы построения дешифруемых кодов. Мы не ставим задачи по-
строить код, наша задача – оценить эффективность этих кодов. 

Стоимостью кодирования ϕ  при кодировании блоков длины n источником θ  назовем ве-

личину ( ), ,  C n θ ϕ , которая определяется как среднее число букв выходного алфавита, прихо-

дящихся на одну входную [6], т.е.  

( ) ( ) ( )1
,  ,  ,

u n

C n P u u
n

θθ ϕ ϕ
=

=            (1) 

где ( )P uθ  – вероятность порождения слова u  источником θ . 

Энтропию источника θ  обозначим ( )H θ . В нашем случае: 

( )
1

– log ,
S

k

o i i
ia A

H

α

α α αθ θ θ θ
=∈

=               (2) 

где oαθ  – начальные стационарные вероятности для блоков aα , iαθ  – вероятность получения 

буквы ia  после блока aα , sa Aα ∈ , 1,i k= . 

Здесь и далее: 2log  logx x= . 

Как показано в [6]: 

( ) ( ) ( )1
lim log

n u n

H P u P u
n

θ θθ
→∞ =

= −  . 

Избыточность кодирования ( ), , r n θ ϕ  определяется разностью между стоимостью коди-

рования ( ), , C n θ ϕ  и энтропией источника ( )H θ , определенных равенствами (1) и (2) соот-

ветственно. Таким образом, по определению  

( ) ( ) ( ), , , , r n C n Hθ ϕ θ ϕ θ= − .          (3) 
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Избыточностью универсального кодирования для множества источников Ω , sΩ ⊆ Ω  при 

кодировании слов длины n  назовём, как обычно [7], величину  

( ) ( ),   ,  , R n inf sup r nϕ θ θ ϕ∈ΩΩ = ,           (4) 

где sΩ  – множество всех марковских источников с памятью s . История поведения ( ), , R n θ ϕ  

подробно рассмотрена в [8]. 

В настоящей работе получена оценка сверху для ( ),  R n Ω . Доказано, что 

( )
( )1/, .n

h
R n

n n

λΩ
Ω ≤ +        (5) 

Здесь и в дальнейшем ( )hε Ω  – ε-энтропия Ω , определяемая обычным образом [9], если 

принять во внимание, что источник θ  определяется точкой в ( )1sk k −  единичном кубе. Рас-

стояние между точками – обычное евклидово. Для конечного множества источников Ω  при 

0ε → , очевидно, ( )  logHε Ω = Ω , где Ω  – число элементов в Ω . 

 
 

3.  Оценка избыточности универсального кодирования 
 

Пусть Ω  – произвольное подмножество источников из Ω S, и пусть для источников из Ω  

выполняются неравенства 0iαθ ν≥ > , sAα ∈  1,i k= . Пусть ,  0ε ε > , сколько угодно малое. 

Построим ε-сеть для Ω . Элементы минимальной ε-сети обозначим ( )εΩ . Тогда для каждого 

источника θ из Ω  найдется по крайней мере один источник из ( )εΩ , такой что  

1 .,  , ,   ,s
i i i i a A i kα α α α αθ θ ε− = ∆ ∆ < ∈ =ɶ             (6) 

Докажем справедливость следующего утверждения. 

Лемма .  Для произвольного множества источников Ω  и произвольного ,  min iαε ε θ< ,   

θ  ∈  Ω , существует ε-сеть ( )εΩ , такая что для любого источника θ , θ  ∈  Ω , найдется ис-

точник θɶ , θɶ  ∈ ( ) εΩ , для которого справедливы неравенства: 

2

1

 0 (log log ) , 
s

k

o i i i
ia Aα

α α α αθ θ θ θ λε
=∈

≤ − − <  ɶ        (7) 

где λ не зависит от θ . 
Доказательство . Для доказательства (7) достаточно установить справедливость соотно-

шений 

2

1 1

.0 log log , 
k k

s
i i i i

i i

a Aα α α α αθ θ θ θ λε
= =

≤ − + ≤ ∈ ɶ
          (8) 

Из равенств: 1 2 1kα α αθ θ θ+ +…+ = , sa Aα ∈  и теоремы К. Шеннона для канала без шума 

[6] следует нижняя оценка в (8). Докажем справедливость верхней оценки. Как было отмечено 

выше, для любого источника из Ω  найдется источник θ  из ( )εΩ , для которого выполнены 

условия (6). Соотношение (8) можно переписать в виде: 

1 1 1

 log  log  log(1 )
k k k

i
i i i i i

ii i i

α
α α α α α

α
θ θ θ θ θ

θ= = =

∆− + = − +  ɶ . 

Воспользовавшись разложением в ряд функции ( )log 1  x+ из последнего неравенства, по-

лучаем:  
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2

1 1 11

1
 log  log log .

2

kk k k
i

i i i i i
ii i ii

eα
α α α α α

α
θ θ θ θ

θ= = ==

 ∆− + ≤ ∆ + 
  

  ɶ     (9) 

Просуммировав общие части (7) по  1,i k=  и учитывая, что при любом α  выполняются 

равенства 
1 1

1
k k

i i
i i

α αθ θ
= =

= =  ɶ , окончательно получаем, что при любом α  выполняется равен-

ство
1

0
k

i
i

α
=

∆ = . Отсюда и из (9) вытекает справедливость верхней оценки в (8). Таким образом, 

утверждение леммы полностью доказано. □ 
 

Перейдем к оценке универсального кодирования произвольного множества марковских 
источников. 

Теорема . Для произвольного множества марковских источников Ω , у которых 

min ,    ,   ,iαδ θ θ ε δ< ∈Ω <  для ( )( ), , R n δΩ  избыточности универсального кодирования мно-

жества источников Ω  выполняется неравенство: 

( )( ) ( ) 2 2
1

log
,    .

C
R n C

n n

ε
δ ε

Ω
Ω ≤ + +  

Здесь 1C  и 2C  не зависят от ε, ε – сколь угодно малое. 

Доказательство . Возьмем произвольное , 0ε ε > , удовлетворяющее условию леммы, и 

построим минимальную ε-сеть ( )εΩ . Элементы из множества ( )εΩ  занумеруем произволь-

ным образом: 1θɶ , 2θɶ ,…, ( )εθΩ
ɶ . Рассмотрим кодирование εϕ , которое каждому слову ,  nu u A∈  

ставит в соответствие слово ( )uεϕ  длины 

( )
( )

( ) ( )
1

log([ ] / ).
i

i

u P u
ε

ε θϕ ε
Ω

=
= − Ω ɶ                      (10) 

Существование дешифруемого кодирования εϕ с длинами кодовых слов, удовлетворяю-

щих равенствам (10), вытекает из выполнения неравенства Крафта [5] для чисел ( )uεϕ , 

nu A∈ . Оценим эффективность кодирования εϕ . Из определения ( ), , r n εθ ϕ  избыточности 

кодирования εϕ  при заданном источнике θ  и из (10) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 ˆ/ 1
u n

r n n s P u u Hε θ εθ ϕ ϕ θ
=

= − + − ≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11/ 1 log / 1ˆ 1/ ˆ
ii

u n

n s P u P u H n s
ε

θ θ ε θΩ
=

=

  ≤ − − + Ω − + − +    
  ɶ . 

Предположим, что источник θ  находится в ε-окрестности источника ( )
0 0

,  ε ,i iθ θ ∈Ω  тогда 

предыдущее неравенство можно переписать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 01,

, ,  log / 1  1/ 1  log 1/ 1

1/ 1 log 1 / .

ˆ ˆ ˆ

ˆ

i

i i

u n

i i i
u n

r n n s H n s P u P u n s

n s P u P u P u

ε θ θ

ε
θ θ θ

θ ϕ ε θ
=

Ω
= ≠

=

≤ Ω − + − − − + + − + −

 − − + + 
 



 
 (11) 

Так как 
( ) ( ) ( )

0 01,
/ 0

i ii i i
P u P u

ε
θ θ

Ω
= ≠ ≥ , то имеем неравенство 

( ) ( ) ( )
0 01,

log 1 / 0.
i ii i i

P u P u
ε

θ θ
Ω
= ≠

 − + ≤ 
 

  

Поэтому из (11) и определения ( )H θ  получаем: 
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( ) ( )
1

log 1
,  , (log log )

1ˆ ˆ1

k
j

o i ii
i

r n
n s n s

ε α α αα
α

ε
θ ϕ θ θ θ θ

=

Ω
≤ + − −

− + − +   ɶ . 

Воспользовавшись леммой из (11), имеем: 

( ) ( ) 2log

1ˆ
, ,  

1 ˆ

1
r n C

n s n s
ε

ε
θ ϕ ε

Ω
≤ + +

− + − +
. 

Отсюда и из определения ( ), R n Ω  вытекает справедливость утверждения теоремы. □ 

Из доказанной теоремы вытекает: 

Следствие  1. Для избыточности ( ), r n θ  универсального кодирования марковских ис-

точников справедливо неравенство: 

( )
( ) ( )1/, ,  n

h C
r n

n n
ε

θ
θ ϕ

Ω
≤ + . 

Доказательство . Для фиксированного марковского источника существует δ , такое что

 0, s
i a Aαθ δ> > ∈ ,  1 , i k= . Отсюда и из теоремы вытекает справедливость следствия при 

1 / nε = .        □ 

Следствие  2. Для избыточности ( )( ),  R n δΩ  универсального кодирования произволь-

ного множества марковских источников ( )δΩ , удовлетворяющих условию 

0, s
i a Aα αθ δ> > ∈ , 1, i k= , выполняется неравенство, где λ  не зависит от источника: 

( )( ) ( )( )1/,  n
h

R n
n n

δ λδ
Ω

Ω ≤ + . 

Доказательство . Справедливость утверждения вытекает из теоремы и следствия 1 при 

1 / nε = .                □ 

 
 

4.  Заключение 
 

В настоящей работе было доказано существование универсального кодирования, завися-
щего от массивности множества марковских источников с конечной памятью. Получены 
оценки избыточности кодирования в зависимости от мощности множества. В частности, если 

источников конечное число, то избыточность убывает со скоростью 
C

n
, если же кодируется 

всё множество источников, то избыточность убывает со скоростью  ( )( 1 log ) /sk k n n− , а при 

0s =  получаем известный результат Кричевского. 
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