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Аннотация: Для оценки потенциальных возможностей вычислительных систем 

используются показатели осуществимости решения задач. Эти показатели характеризуют 

качество работы системы с учетом её надежности и параметров поступающих задач. 

Одним из режимов работы вычислительной системы является режим обслуживания 

потоков задач. В силу особенностей этого режима при анализе функционирования 

вычислительные системы рассматривают как объект стохастический, который, в свою 

очередь, хорошо исследуется вероятностными методами. В работе предлагается 

математическая модель расчета показателей осуществимости решения задач на 

вычислительных системах с накопителем в режиме обслуживания потока задач. 

Построение модели выполнено в рамках теории массового обслуживания. Получены 

аналитические решения для оценки наполненности накопителя. 
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1.  Введение 
 

Масштабируемые вычислительные системы (ВС) относятся к наиболее развитым быст-

родействующим вычислительным средствам вычислительной техники [1]. Эффективность 

функционирования ВС при решении задач, безусловно, определяется производительностью 

всех компонентов, способами организации их совместного функционирования, а также 

надежностью и живучестью систем [2, 3]. Поэтому разработка средств организации эффек-

тивного и надежного функционирования вычислительной техники относится к важным про-

блемам [4–6]. 

 
 Работа выполнена в рамках государственного задания № 071-03-2023-001 от 19.01.2023.  
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Для оценки потенциальных возможностей вычислительных систем используются показа-

тели осуществимости решения задач [1]. Эти показатели характеризуют качество работы си-

стемы с учетом надежности и параметров поступающих задач. 

В зависимости от сложности задач и характера их поступления выделяют следующие 

режимы работы вычислительной системы [1]: 

– решение сложной задачи; 

– обработка наборов задач; 

– обслуживание потоков задач. 

В силу особенностей таких задач и процесса их решения на ВС функционирование си-

стем рассматривается как объект стохастический, который, в свою очередь, хорошо исследу-

ется вероятностными методами [5, 6]. В работе предлагается математическая модель для 

расчета показателей осуществимости решения задач в режиме обслуживания потока задач на 

вычислительных системах с накопителем. Построение модели выполнено в рамках теории 

массового обслуживания [7, 8].  

На рис. 1 представлена модель системы с накопителем, на который поступает поток за-

дач. Из задач формируются пакеты определенного размера с последующей их обработкой на 

системе, где α – параметр интенсивности поступающих задач, а β – параметр интенсивности 

решения задач, зависящий от производительности ВС [1, 9]. В работе представлены аналити-

ческие решения для оценки загруженности накопителя в стационарном режиме функциони-

рования вычислительной системы. 
Вычислительная 

система

r
··· 

···
 

··· 

α

β β

Критический 
уровень

 
Рис. 1. Модель системы с накопителем 

 

 

2.  Математическая модель 
 

Рассматривается система массового обслуживания (СМО), на которую поступает слу-

чайный поток требований с интенсивностью α. В каждый момент времени  )0,t   СМО 

находится в одном из множества несовместных состояний Ck, где k – число требований, 

находящихся в системе, включая необслуженное (рис. 2). Группы из r требований обслужи-

ваются с интенсивностью β, при этом α < rβ. Считаем, что все потоки событий – пуассонов-

ские [1, 4]. 
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Рис. 2. Граф-схема состояний СМО 

 

Пусть ( )kP t  – вероятность того, что в момент времени t,  )0,t   СМО находится в со-

стоянии .kC  В соответствии с граф-схемой составляется система дифференциальных урав-

нений и задаются начальные условия. Для переходного режима граф схема (рис. 2) формали-

зуется системой дифференциальных уравнений [7], где неизвестными функциями являются 

вероятности ( )kP t  того, что СМО находится в состоянии kC  в момент времени t: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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0 1 2

1

,   если 0,

,  если 0,

rk

k k r k

P t P t P t P t kdP t

dt P t P t P t k

 

   + −

− + + ++ =
= 

− + + + 

                      (1) 

при начальных условиях ( )0 1iP = ; ( )0 0kP = , k i  и условии нормировки, которое является 

следствием формулировки модели: 

( )0 1kk P t
= = .  

Получены частные решения системы (1) при r = 1 и r → . В работе [1] приведено ре-

шение для r = 1. Решение системы (1) для   r →  приводится далее. Вероятностные функции 

( )0P t  находятся из линейного дифференциального уравнения первого порядка [10]: 

( )
( ) ( )0

0 1
1k

dP t
P t P t

dt
 



=

= − +  . 

Последующие функции ( )kP t  находятся рекуррентно из дифференциальных уравнений 

( )
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При r →  результатом решения системы (1) являются функции: 
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Полученные для вероятностей ( )kP t  формулы позволяют оценить скорость вхождения 

системы в стационарный режим работы. 

Рассмотрим стационарный режим функционирования СМО. Имеем по определению 

( )limk k
t

p P t
→

= , тогда из (1) получаем:  
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Для решения системы алгебраических уравнений (2) введем производящую функцию  

[7, 8, 11]: 
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( ) 0 ,  где 1k
kkF z p z z

==  .                                               (3) 

Умножая каждое уравнение k системы (2) на z k, k =0, 1, ... и суммируя их, получаем вы-

ражение для производящей функции: 

( ) ( )( ) ( )( )( )0 00 /  k r rr
kkF z p z p z z p z      == − + − + +              (4) 

После стандартных преобразований над уравнением (4) получаем решение [7]: 
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где z0 >1 иррациональный корень многочлена степени r+ 1, 

 ( )( )0 0.rz p z   − + + =  

Учитывая, что ( ) 00F p= , а также условие нормировки, для вероятностей   kp  получаем 

представление:  

0 0(1 ) , 0,1, 2,  .k
kp p p k= − =                                             (6) 

 

 

3.  Оценка наполненности накопителя 
 

Пусть ( )отк ,P s t  – вероятность того, что накопитель будет переполнен сверх значения 

(s – 1), тогда  

( ) ( )отк , kk sP s t P t
== . 

Для стационарного режима пусть ( ) ( )отк откlim ,
t

p s P s t
→

= . Учитывая (6), получаем: 
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== = − = .                                    (7) 

Для (7) находим обратную функцию  
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−
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Из (8) по заданной вероятности откp  получаем оценку для кр  s критического уровня 

накопителя  
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кр

0

ln( )
1

ln(1 )

p
s

p

 
 + 

− 
,                                                       (9) 

где [x] – целая часть числа x. 

Решения (9) и (6) получены в общем виде, т.к. не определена вероятность 0p  в зависи-

мости от размера группы. Ниже представлены частные решения для (9) и (6).  

 

 

4.  Частные решения для расчета наполненности накопителя 
 

Приведём решения для расчета наполненности накопителя в зависимости от размера 

группы. 

Обратимся к уравнению (2) при k = 0 и формуле (6), тогда 

( )( )2
0 0 0 0 0 0 01 (1 ) ... (1 )rp p p p p p p




= − + − + + − . 

Далее получаем алгебраическое уравнение r-го порядка относительно неизвестного 0p :  
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Из уравнения (10) при значениях размера группы r = 1, r = 2 и r → ∞ получаем: 
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Исходя из частных решений для (6), системы уравнений для вероятностей kp  состояний 

системы (2), получены решения для ( )отк  s p  при r = 1, r = 2 и r → ∞ по заданной вероятно-

сти откp : 
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при r → ∞                                                
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Замечание.  Случай  r → ∞ предполагает, что ВС обладает достаточным ресурсом, что-

бы при больших значениях r решать поставленные задачи за заданное время. 

На рис. 3 представлены результаты расчета накопителя ( )откs p  при r = 1, r = 2 и r → ∞. 

Пример показывает динамику уменьшения и предел размера накопителя в зависимости от 

увеличения размера группы. 

 
 

Рис. 3. Расчет размера накопителя ( )откs p  для группы r = 1, r = 2 и r → ∞ 

при α=18 1/ч, β=24 1/ч. 
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5.  Заключение 
 

Предложена математическая модель вычислительной системы с накопителем, на кото-

рую поступает случайный поток задач. Задачи потока обслуживаются группами согласно 

пуассоновскому распределению. Представлены частные решения, где неизвестными функ-

циями являются вероятности состояний накопителя в переходном режиме функционирова-

ния системы и в предельном для размера группы случае. Предложены формулы оценки за-

груженности накопителя. Частные аналитические решения представлены для размера груп-

пы r = 1, r = 2 и r → ∞. Полученные аналитические решения для стационарного режима 

функционировании вычислительной системы удобны для инженерных расчетов и при экс-

пресс-анализе их функционирования.  
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